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Prefacio

El estudio de las matematicas en el bachillerato impone nuevos retos, tanto para los profesores como para
los alumnos.

El programa de estudio es extenso, esto ocasiona que la mayoria de las veces, los profesores no puedan
detenerse a explicar con detalle por qué un procedimiento se debe realizar de la manera como se real-
iza, o presentar problemas retadores que motiven a los estudiantes a esforzarse mas alla de lo que las
condiciones del curso permiten.

En los ejemplos que se proveen en este material, se hace énfasis en que el estudiante comprenda por
qué debe realizar un procedimiento, en lugar de dar prioridad a la mecanizacién de las operaciones. Se
muestra en cada oportunidad que lo que ha entendido antes se esta aplicando en una situacién particu-
lar o que los conceptos anteriores le ayudan a justificar los procedimientos que estd desarrollando para
resolver un problema.

El autor ha notado que los estudiantes que utilizan menos frecuentemente la calculadora no solamente
tienen mayor facilidad para realizar cdlculos mentalmente, sino también para representar situaciones de
distintas maneras y una mayor facilidad para justificar sus procedimientos de una manera aceptable. Por
esto, se hace un esfuerzo por mostrar la forma de realizar calculos sin necesidad de calculadora.

Se incluyen en cada capitulo algunos problemas en forma de reto para que el estudiante tenga la oportu-
nidad de mejorar sus habilidades de resolucién de problemas.

Las matemadticas cuentan con una gran interrelacién entre sus conceptos y sus ramas. A lo largo del
libro se muestran algunas interpretaciones geométricas para que el estudiante adquiera una visién mas
clara de lo que se estd explicando a través de un diagrama. Esto puede ser de gran ayuda para aquellos
estudiantes que tienen un aprendizaje mads visual.

Este libro esta inspirado en aquellos esudiantes que se quejan de no entender las matemadticas. Esto
significa que aquella persona que lea cada tema presentado en este libro, y entienda cada argumento, al
final del semestre debi6 adquirir una visién de las matematicas diferente a la que tenia hasta entonces:
ahora todo tendré sentido, pues las matemaéticas son muy légicas. Espero que esta contribucién ayude
cada vez a mds personas a adquirir el gusto por hacer matematicas.

Este material puede servir como complemento para clase. El estudiante puede leer los ejemplos resuel-
tos en este documento del sitio de Internet oficial de este libro y el profesor aprovechar el tiempo de
clase mostrando mads ejemplos. Profesor, intente que los ejemplos estudiados en clase estén en contex-
tos variados para que el estudiante reconozca el beneficio de aplicar las matemadticas en la resolucién de
problemas cotidianos.

Efrain Soto Apolinar
Monterrey, N.L. México. 2010.
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Capitulo 1

Introduccioén al Algebra

Por aprender...

1.1. Problemas aritméticos

1.1.1. Nameros reales

1.1.2. Razones y proporciones
1.2. Lenguaje algebraico

1.2.1. Algoritmos aritméticos y geométricos

1.2.2. Series y sucesion lineal

Por qué es importante...

En el aprendizaje de cualquier ciencia, es importante concer la terminologia con la que estamos hablando.
El material que estudiaremos en esta unidad servird de base para entender el algebra.

Efrain Soto A. www.aprendematematicas.org.mx
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1.1 Problemas Aritméticos 3

1.1 PROBLEMAS ARITMETICOS

En esta seccién vamos a estudiar primero los distintos conjuntos de niimeros que se definen en matemati-
cas. Después, al conocerlos mejor, podremos resolver distintos problemas aritméticos.

Para simplificar el estudio de los niimeros, los matematicos los han clasificado de la siguiente manera:

NUMEROS NATURALES
Son los niimeros que utilizamos para contar. El conjunto de los niimeros naturales se denota
porN Definicién 1

N={1v2r3)4;5r"'}

Notese que el cero no es un nimero natural, porque cuando alguien no posee nada, no tiene necesidad
de contar.

En el lenguaje matematico, escribimos: 1 € N para indicar que el nimero 1 esta dentro del conjunto de
los nimeros naturales, es decir, el nimero 1 es un elemento de ese conjunto.

El simbolo: € se lee: «...es un elemento del conjunto...»

Para indicar que un ntimero dado NO es un numero natural escribimos, por ejemplo: 7 ¢ N. Esto nos esta
diciendo en palabras: «El niimero © NO es un niimero naturab.

De manera semejante, el simbolo ¢ se lee: «...no es un elemento del conjunto...»

p
Es una buena idea notar que cuando sumamos dos nimeros naturales, el resultado es otro .
numero natural. Nunca obtendremos un niimero con decimales. Comentario

(N J/

'd N\
NUMEROS ENTEROS
Es el conjunto formado por todos los niimeros naturales, el cero y los niimeros naturales
dotados del signo negativo. El conjunto de los niimeros enteros se denota porZ. Definicién 2

Z:{“' )_3r_2)_1)0)1r2)3)”'}
. J

Es importante notar que todos los nimeros naturales son también ntimeros enteros, pero no todos los
numeros enteros son nimeros naturales.

Por ejemplo, el nimero —5 es un nlimero entero que no es un ntimero natural.

~—

[ De nuevo, cuando sumamos dos ntimeros enteros, el resultado es otro nlimero entero. Comentario

4 Y

NUMEROS RACIONALES
Es el conjunto formado por todos los niimeros que pueden expresarse como el cociente de
dos nimeros enteros, siendo el denominador distinto de cero. El conjunto de los niimeros

racionales se denota por Q. Definicién 3

Q={x|x=§;prqez,q¢0}

|\ J

Algunos ejemplos de niimeros racionales son los siguientes:

3 21

1 1
2 7 22

7
2 10
Pero no todas las fracciones se consideran ntimeros racionales. Para que un niimero sea considerado

Efrain Soto A. www.aprendematematicas.org.mx



Introduccion al Algebra

ndamero racional, se requiere que tanto en el numerador como en el denominador tengamos un niimero
entero, aunque sea negativo.

Por ejemplo, los siguientes nimeros no son racionales, a pesar de que son fracciones:

1 1-v5 10 T
4

V2 2 0

Otra cosa importante consiste en que en el denominador no aparezca el cero. ;Por qué?
Ya debes saber que no es posible dividir por cero.
Por ejemplo, cuando queremos dividir 10 entre cero, no podemos encontrar una solucién.

Cuando dividimos cero entre diez, si podemos encontrar una solucién. Piensa en términos de manzanas:
«si tengo cero manzanas y las voy a repartir entre diez nifios, ;cudntas manzanas les daré a cada nino% La
respuesta es obvia, como tengo cero manzanas, a cada nifio le corresponden cero manzanas.

Pero el otro caso: «si tengo diez manzanas y las voy a repartir entre cero nifios, jcudntas manzanas les daré
a cada nifio%, tenemos un problema: ;c6émo vamos a repartir las manzanas, si para empezar, tenemos
cero ninos?

Observa que cuando dividimos 10 entre 2, buscamos un ntimero que multiplicado por 2, nos dé como
resultado 5.

Cuando dividimos diez entre cero, tenemos que encontrar un ntimero que multiplicado por cero nos
dé como resultado diez. Pero ya sabemos que cualquier nimero multiplicado por cero es igual a cero.
Esto significa que no podemos encontrar algiin niimero que multiplicado por cero dé diez. Por eso no
podemos realizar la division.

Otro caso aparte es la division cero entre cero. Si buscamos un niimero que multiplicado por cero nos dé
como resultado cero, vemos que no hay solamente una solucién, sino un nimero infinito de soluciones,
todas distintas. Por ejemplo el nimero cero, bien sirve como solucién de nuestra divisién, porque 0 x 0 =
0, pero igual sirve el nimero 1 como solucién, porque 1 x 0 =0, y asi como cualquier ntimero que se te
ocurra.

El problema aqui consiste en que cuando dividimos un nimero entre otro, siempre obtenemos una tinica
solucién, pero en este tinico caso, al dividir cero sobre cero, no obtenemos una tnica solucién, sino
muchas.

Es importante mencionar que no es que la solucién de esta division sea infinito, porque cuando dividimos
dos nameros siempre obtenemos como resultado un inico nimero. Infinito no es un ntimero, sino una
expresion que nos dice que algo no tiene fin. Por esta razén, no es correcto decir que al dividir entre cero
obtenemos infinito como respuesta.

Observa que todos los nimeros enteros son nimeros racionales, porque podemos escribirlos con el de-
nominador igual a 1. Por ejemplo, el nimero 10, puede representarse como:

y cumple con la definicién de nimero racional, porque el denominador es distinto de cero.

Igual que con los conjuntos de nimeros naturales y enteros, en el conjunto de los nimeros

Comentario racionales, cuando sumamos dos de sus elementos, obtenemos otro elemento de Q.
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1.1 Problemas Aritméticos

p
NUMEROS IRRACIONALES

Son todos aquellos niimeros que no se pueden escribir como el cociente de niimeros en-

teros, siendo el denominador distinto de cero. El conjunto de los niimeros racionales se

denota porQ'. Definicién 4

Q’={x|x¢§;p,qez,q¢o}

|\

Observa que ningtin ntimero racional es un ntimero irracional y de manera semejante, ningtin niimero
irracional es un nimero racional.

Algunos ejemplos de nameros irracionales son:

n, V2, V3, V6,

NUMEROS REALES
Es el conjunto que contiene a todos los niimeros racionales y a todos los niimeros irra- Definicién 5
cionales.

Elsiguiente diagrama te ayudara a visualizar mejor cémo se relacionan los distintos conjuntos de niimeros
que hemos estudiado:

N

A partir de este diagrama podemos facilmente darnos cuenta que todos los nimeros naturales pertenecen
al conjunto de los nimeros enteros, es decir, todos los ntimeros naturales son también niimeros enteros.

Pero todos los ntmeros enteros son también ntmeros racionales, por lo tanto, todos los nimeros natu-
rales también son niimeros racionales.

Sin embargo, ningtin nimero racional es un ntimero irracional y viceversa. Esto nos indica que ningtin
namero natural pertenece al conjunto de los ntimeros irracionales. Esto mismo ocurre con los niimeros
enteros.

Y es que si un ntimero es racional no puede ser irracional.

Sin embargo, cuando juntamos a todos los ntimeros racionales con todos los nimeros irracionales obten-
emos el conjunto de los niimeros reales. Es decir, todos los ntimeros que enlistamos (naturales, enteros,
racionales e irracionales) son también ntimeros reales.

[Veriﬁca si es verdadero o falso lo que se dice de los siguientes ntimeros. Ejemplo 1
o El ndmero v/9 es un ndmero natural. A\
p 7T . .
e El ntimero 5 es un niimero racional. F
e El ntimero 0 es un ntimero irracional. F
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Introduccion al Algebra

1
e El ntimero g €S un numero entero.

V3 .
e El namero > es un numero racional.

e El nimero 7 es un nimero real.

Indica en cada caso a qué conjunto debe pertenecer el nimero que utilizaremos en cada
Ejemplo 2 caso. Evidentemente, todos pertenecen al conjunto de los nimeros reales, asi que mejor

menciona otro de los conjuntos.

Volumen en mililitros de un vaso.

Area de un circulo de radio 1.

Peso de una bolsa de frijol con una precisién de gramos.

Numero total de refrescos embotellados en un dia en una embotelladora.

Numero total de hojas impresas en una fotocopiadora.

Saldo de una cuenta bancaria, con una precisiéon de miles de pesos.

Velocidad de un coche.

Saldo de una cuenta bancaria, con una precisiéon de hasta centavos de peso.

Q/
NoQ

N © Z

Cuando sumamos dos nimeros reales, cualesquiera que estos sean, el resultado es otro
Comentario ndamero real. De manera semejante, cuando multiplicamos dos ntimeros reales, el resultado

es otro niimero real.

CERRADURA

Definicién 6 Cuando a los elementos de un conjunto se les realiza una operacion, y el resultado es algiin
elemento del mismo conjunto, decimos que ese conjunto es cerrado bajo esa operacion.

Por ejemplo, los ntimeros naturales son cerrados bajo la suma, porque cuando sumamos dos ntimeros

naturales obtenemos otro ntimero natural.

De manera semejante, cuando multiplicamos dos niimeros naturales, el resultado es otro niimero natural.

Entonces el conjunto N también es cerrado bajo la multiplicacién.

Enseguida se da la lista de las propiedades més bésicas de los nimeros reales. Si a,b,c son nimeros

reales, entonces:

Suma Multiplicacién Propiedad
a+beR a-beR Cerradura
a+b=b+a a-b=b-a Conmutativa
(a+b)+c=a+((b+c) (a-b)-c=a-(b-c) Asociativa
a+0=a a-l=a Neutro
1
a+(—a)=0 a-;zl Inverso
alb+c)=ab+ac Distributiva

www.aprendematematicas.org.mx
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1.2 Problemas Aritméticos

1.2 PROBLEMAS ARITMETICOS

En las matemadticas los niimeros y los conjuntos son la base de toda la dem4s teoria.

Por eso es importante saber realizar las operaciones bdsicas con ellos: suma, resta, multiplicacién y di-
vision, y resolver problemas précticos con ellos.

[Un tridngulo tiene una base de 5.1 metros y una altura de 12.25 metros. ;Cudl es su drea? Ejemplo 3

e Ya sabemos la férmula para calcular el drea de un tridngulo:

b-h
A=——

e Ahora sustituimos los valores y realizamos las operaciones:

b-h
2
(5.1)(12.25)

2
62.475

2
31.2375

o Esimportante recordar que las unidades de drea en este caso son los metros cuadrados.

¢ Entonces, el drea del tridngulo con una base de 5.1 metros de longitud y una altura de 12.25 metros
de longitud es igual a 31.2375 metros cuadrados.

En la mayoria de los problemas cotidianos tenemos que trabajar con las unidades de los objetos con los
que estamos trabajando.

Es muy importante recordar al final que las unidades son también parte de la solucién.
Otra cosa muy importante es el orden en el cual debemos realizar las operaciones.

En el ejemplo anterior debiamos multiplicar y dividir. En realidad no importa qué operacién realices
primero, siempre obtenemos el mismo resultado.

Esto se debe a que dividir en realidad significa multiplicar. Por ejemplo, cuando vas a dividir por 2, ob-
tienes el mismo resultado que si multiplicas por %, si quieres dividir por 3, obtienes lo mismo que si

T 1
multiplicas por 3, etc.

De manera semejante, sumar y restar son la misma operacién. Si quieres restar 2 a un nimero, obtienes
lo mismo que si sumas —2.

En la siguiente lista se muestran las operaciones indicando su prioridad.

Efrain Soto A. www.aprendematematicas.org.mx



Introduccion al Algebra

PRIORIDAD DE LAS OPERACIONES
Las operaciones que aparecen al principio son las que debes realizar primero:

v Lo que aparezca entre paréntesis, por ejemplo, en la férmula:
L=Ly-(1+a)
primero debemos sumar lo que se indica entre paréntesis.

v Exponenciacion y radicacion, por ejemplo en la formula:

Definicién 7 Er= 1 muv?

2

primero debemos elevar al cuadrado la variable v.
v/ Multiplicacion y divisién, por ejemplo, en la férmula:
y=2x+1
primero debemos multiplicar 2 por x y al resultado sumamos 1.

v/ Suma y resta.

Una estudiante de bachillerato contrat6é una linea de celular en la que paga $1.45 pesos el )
primer minuto de llamada local y $0.80 pesos cada minuto adicional. Una vez hablé por el
celular con su mama y tardé 15 minutos. Si tenia un saldo de $125.35 pesos antes de iniciar
la llamada, ;qué saldo le qued6 después de terminarla?

Ejemplo 4

¢ En este caso primero debemos calcular el costo de la llamada y finalmente restar ese resultado al
saldo que tenia antes de iniciar su llamada.

e Vamos a calcular el costo de la llamada:

e Para esto es importante considerar que el primer minuto costé $1.45 pesos, y el resto, o sea, los
otros 14 minutos costaron $0.80 pesos cada uno...

e Definimos C como el costo de la llamada:

C

1.454(0.8)(14)
12.65

e Lallamada le cost6 $12.65 pesos, pero ella tenia $125.35 pesos de saldo, entonces,

le quedaron: 125.35-C
= 125.35-12.65=112.70

Siempre que resolvemos un problema también es importante recordar que la solucién nos dice algo ac-
erca del problema.

Algunas veces esa solucién nos ayuda a entender mejor un proceso o un fenémeno natural.

Los niimeros son importantes porque gracias a ellos hemos tenido un avance tecnolégico y cientifico
como el que ahora conocemos.
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1.2 Problemas Aritméticos

En las vacaciones nos fuimos a Cerro Azul, Ver., y mi mamé compro varios recuerdos. Diez
llaveros para mi tios, cinco playeras para mis primos, una imagen de la virgen para mi
abuelita y para mi, dos libros para que me ponga a estudiar. Los precios de cada articulo
estdn en la siguiente tabla:

Articulo Precio

Ejemplo 5
Llavero $12.00 pesos
Playera $45.00 pesos

Imagen de la Virgen $125.00 pesos
Libro de Matemadticas  $120.00 pesos

;Cudnto gasto6 en los recuerdos de mi pueblo?

|\

El problema indica que cada llavero cuesta lo mismo, al igual que los demds articulos que compré...
Entonces, por los llaveros gasté:

Numero de llaveros x Precio/llavero = Costo de llaveros
(10)(12) = 120

Por las playeras gast6:

Ntmero de playeras x Precio/playera

(5)(45)

Costo de playeras
225

Por mis libros gasté:

Nuimero de libros x Precio/libro Costo de libros

(2)(120) = 240
e En total gasto: Por los llaveros: 120.00
Por las playeras: 225.00
Por laimagen de la virgen:  125.00
por mis libros: 240.00
710.00

o En total gast6: $710.00 pesos.

Algunas veces, conocer algunas propiedades de los niimeros nos ayuda a resolver los problemas de una
manera mds sencilla. El siguiente ejemplo muestra una anécdota de uno de los mejores matematicos de
la historia de la humanidad.

Carl Friedrich Gauss fue un matemadtico alemédn. A los 8 afios, su maestro de primaria le
pidi6 que sumara:
1+2+3+4+--+99+100 Ejemplo 6

El utiliz6 el siguiente procedimiento...

e Primero utilizé la propiedad que dice: “si sumas varios nimeros, el orden no importa, siempre
obtienes el mismo resultado’...

e Y él defini6 S como el resultado de la suma que estamos buscando...
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e Entonces, esto nos permite escribir:

S = 1 4+ 2 4+ 3 4+ 4 4+ - + 99 + 100
S = 100 + 99 + 98 + 97 + - + 2 + 1
2§ = 101 + 101 + 101 + 101 + -~ + 101 + 101

Pero el 101 se repite cien veces, porque cada lista de nimeros de los primeros dos renglones va del
1al 100y del 100 al 1, respectivamente.

e Entonces, podemos obtener ese resultado como:

25=(101)(100)

En palabras, esto significa que 101 x 100 es igual al doble de la suma que buscamos.

Si dividimos entre dos, obtenemos la suma que buscamos:

o (101)(100) 10100
N 2 T2

=5050

Esto indica que: 1+2+43+4+---+99+100=5050

Si no crees, entonces haz la misma suma, pero a mano...

Marco puede pintar una barda en 10 horas. Carlos puede pintar la misma barda en 15 horas.
Ejemplo 7 Don César encargé a los dos que pintaran la barda juntos. Si avanzan al ritmo que se indica
antes, ;cudnto tiempo tardardn en pintarla?

Obviamente, Marco avanza mds rapido que Carlos, porque tarda menos en pintar toda la barda.

o Nota que no tiene caso suponer que cada uno de ellos pint6 la mitad de la barda, porque no avanzan
al mismo ritmo al pintar.

Dado que Marco tarda 10 horas en pintar toda la barda, en una hora hace un décimo del total.

e Por su parte, Carlos tarda 15 horas en terminar toda la barda, por eso en una hora avanza un
quinceavo de la barda.

Pintando juntos en una hora avanzan:

1 1 342 5

1
10 15 30 30 6

Esto significa que los dos juntos avanzan un sexto de la barda y por eso, tardan 6 horas en pintar
toda la barda.

El siguiente ejemplo se trata de un truco para calcular el cuadrado de ciertos niimeros...

Ejemplo 8 Calculalos cuadrados de todos los ntimeros de dos cifras que terminan en 5 en las unidades. ]

e Para elevar al cuadrado un namero de dos cifras que termina en 5 en las unidades, tomamos el
digito de las decenas y lo multiplicamos por su consecutivo.
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Ala derecha del resultado escribimos el niimero 25.

Por ejemplo, si quieres elevar el niimero 35 al cuadrado, el digito de las decenas es 3, y su consecu-
tivoesel 4...

Los multiplicamos, y obtenemos: 3 x 4 =12.

Y ahora escribimos a la derecha del 12 el nimero 25. El resultado es el cuadrado de 35. Entonces,
352=1225

Ahora podemos calcular los cuadrados para llenar la siguiente tabla:

n k k(k+1) n2

15 1 1x2=2 225
25 2 2X3=6 625
35 3 3x4=12 1225
45 4 4x5=20 2025
55 5 5x6=30 3025
65 6 6XxX7=42 4225
75 7 7%x8=56 5625
85 8 8x9=72 7225
95 9 9%x10=90 9025

e Ahora podemos usar este truco para calcular el cuadrado de cualquier niimero de dos cifras que
termina en 5.

e Verifica que en realidad los cédlculos son correctos.

P
Un disefiador industrial debe elegir las dimensiones de un envase de pléstico en forma de
caja que contendrd un liquido para una maquina. Las dimensiones de los envases se mues-
tran en la siguiente tabla:

Envase Largo(cm) Ancho(cm) Fondo (cm)

25 15 32

A :

B 35 10 25 Eicmriol)
C 20 17 35

D 45 10 15

El desea encontrar la caja que tenga al menos un volumen de 11500 cm3. ;Cudl de esos
envases debe elegir?

(.

o Para saber si un envase de los propuestos cumplird con la condicién de que el volumen sea mayor
que 11500 cm3, debemos calcular el volumen de cada uno.

e Para calcular el volumen de una caja multiplicamos largo por ancho por fondo.
e Los célculos se muestran en la siguiente tabla:
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12 Introduccion al Algebra

Envase Largo Ancho Fondo Volumen

(cm) (cm) (cm) (cmd®)
A 25 15 32 12000
B 35 10 25 8750
C 20 17 35 11900
D 45 10 15 6750

o Losresultados dela columna de la derecha, que contiene el volumen de cada envase, se obtuvo mul-
tiplicando las dimensiones de cada envase, es decir, los valores que aparecen en las otras columnas.

o Por ejemplo, para calcular el volumen del envase D, multiplicamos: (45)(10)(15) =6 750.

o Entonces, los envases Ay C son los posibles candidatos a ser elegidos por el disefiador industrial.

Como puedes ver, la solucién a un problema de matemaéticas no siempre es tinica.
En este tltimo ejemplo tenemos dos soluciones posibles al problema.

Otro punto importante a hacer notar es que la solucién en este caso no es un niimero, como suele esper-
arse de la mayoria de los problemas matematicos.

En este caso, la solucién consiste en indicar qué envases tienen un volumen mayor a 11500 cm?®.

El siguiente problema se queda como un reto.

Escribe los ntimeros del 0 al 10 realizando una o varias de las siguientes operaciones: suma,
resta multiplicacién, y divisién, elevar a una potencia o sacar raiz cuadrada, utilizando 4
veces el nimero 4. Por ejemplo, el nimero cero y el nimero dos pueden expresarse como

sigue:
4—-4
Reto 1 0 = —
44
4x4
2 = —
4+4

Ahora tu, encuentra los nimeros del 0 al 10. Recuerda que es posible juntar ntimeros para
formar 44, por ejemplo.

"

[ Ejercicios 1.2 Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios. No se permite el uso de calculadora.
1) v/7 es un ndmero natural. F
2) /100 es un ntimero entero. \Y%
3) 0esun ndamero irracional. F
4) 7 esun nimero racional. F
5) /7 es un nimero real. A%
6) 72 es un nimero natural. F
1++/5 .
7) es un nimero racional. F
8) El conjunto de los ntimeros pares es cerrado bajo la suma. \Y%
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9)
10)
11)
12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

El conjunto de los niimeros impares es cerrado bajo la suma. F
El conjunto de los pares es cerrado bajo la multiplicacion. \Y%
El conjunto de los impares es cerrado bajo la multiplicacién. \%
Maria tiene que realizar 4 mediciones del volumen contenido en un frasco de licuado. Debe reportar su
medicién en litros. Indica a qué conjuntos pertenece el resultado de la medicion, en general: naturales,
enteros, racionales, irracionales, reales. Racionales, Reales.
Luis compré un cinturén de 28 pulgadas de longitud. Si expresa esa longitud en centimetros obtiene
71.12 cm. Expresa este nimero en forma de una fraccién. Sugerencia: observa el niimero de decimales

_ ) 7112
que tiene el niimero. —

100

;A qué conjunto pertenece el nimero de habitantes de una poblacién? naturales, enteros, racionales,
irracionales, reales. Naturales, Enteros, Racionales, Reales.

Un matemadtico cre6 un nimero menor a uno. Después del punto decimal escribié un uno,después
un cero, después otro uno seguido de dos ceros, después otro uno seguido de tres ceros, y asi sucesi-
vamente ad infinitum. Este nimero es un nimero real. ;A qué otro conjunto de niimeros pertenece

este numero? Irracionales
Luis sale a correr cada mafiana. El lunes corrié 12 kilémetros, el martes solamente 11 kilémetros, el
miércoles, el jueves y el viernes corrié 15 kilometros cada dia. ;Qué distancia recorri6 en esos cinco
dias? 62 km.
Mi tio gana $1 200.00 pesos como mago. Generalmente tarda 3 horas y media en su trabajo. En prome-
dio, ;cudnto gana por minuto? $5.71
pesos/minuto.

El huracdn Dean lleg6 a la ciudad de Chetumal, Q. R., México, con rachas de viento de 250 kilémetros

por hora. Eso es equivalente a una velocidad del viento de 70 metros por segundo. La energia de
un kilogramo de aire de ese viento se calcula elevando al cuadrado la velocidad del viento (en m/s) y
sacando la mitad de ese resultado. ;Qué energia tenian los vientos del huracan Dean? 2450 Unidades
de energia.

En mis exdmenes de matemadticas he obtenido las siguientes calificaciones: 7, 9, 8, 9.2, 6. ;Qué prome-
dio tengo hasta el dia de hoy? 7.84

En tipografia, una linea puede contener entre 80y 130 letras para que sea legible. En una pagina, debe
haber entre 35 y 50 renglones. ;Cudles son los ntimeros de letras minimo y maximo que caben en una
pagina de acuerdo a las reglas tipogréficas? Minimo: 2800 letras; méaximo: 2500 letras.

Daniela es la responsable del convivio mensual en su salon. Ella recauda $30.00 pesos de cada uno de
sus 21 compaiieros (ella también coopera) y con ese dinero compra comida, refrescos y un pastel para
festejar a los que cumplieron afos en ese mes. Todos quedaban sorprendidos por la comida tan buena
que llevaba que le preguntaron c6mo organizaba los gastos. Ella contesté: «Fdcil: ocupo un décimo en
el pastel, y del dinero que queda, un onceavo corresponde a los refrescos.» ;Cuanto dinero ocupa en

comprar comida? $540.00 en comida, $54.00 en refrescos y $66 en pastel.
Un huevo proporciona 82 calorfas. Un nifio utiliza 450 calorias cuando juega futbol en el recreo.
;Cuéntos huevos debe ingerir en su ingesta para suministrar las calorias que quemé en el recreo de
hoy? 5.487 huevos.
El valor simplificado de:

10 (3)(7

21 7 12
es: 61/84.
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24)

25)

26)

27)

28)

29)
30)
31)

32)

33)

34)

Introduccion al Algebra

;Cudl es el valor de 23 + 2% + 252 56

En su primer examen, Rubén obtuvo 12 reactivos correctos de un total de 20. En el segundo examen
respondi6 38 de las 40 preguntas correctamente. ;En qué porcentaje aumento su calificacién?  35%

El corazén de un humano adulto late, en promedio, 70 veces por minuto. ;Cudntas veces late el
corazén de un adulto en un afio aproximadamente? Late 36 792 000 veces aprox.

Una moneda de $5.00 pesos pesa alrededor de 7 gramos. ;Cudntas monedas de $5.00 pesos igualan tu
peso? Depende del peso del estudiante.

Una persona camina a razén de un paso por segundo. Si utiliza 30 minutos en su caminata diaria, y

cada paso mide 75 cm., ;qué distancia en metros recorre diariamente en su caminata? 1350 m
Calcula la siguiente suma: 2+446+8+---+200 10100
Calcula: 1+3+5+7+---+99 2500
Calcula: 2+4+6+---+2000 1001000

Calcula cada una de las siguiente sumas:

1 =1
1+3
1+3+5 =

1+3+5+7 = 16

1+3+5+7+9 = 25

1+3+5+7+9+11 = 36
1+3+5+7+9+11+13 = 49
1+3+5+7+9+11+13+15 = 64
1+3+5+7+9+11+13+15+17 = 81
1+3+5+7+9+11+13+15+17+19 = 100

;Encuentras alglin patrén en las sumas? Obtenemos los cuadrados perfectos consecutivos sumando
impares.

Una sucesion de ntimeros que aparece frecuentemente en la naturaleza es la llamada «Sucesion de
Fibonacci». Los primeros 10 términos de esta sucesién son: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34. Encuentra los
primeros 20 términos de esta sucesion. 0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,
1597, 2584, 4181, 6765

Reto: ;Se puede aplicar el truco de elevar al cuadrado un ntimero de dos cifras que termina en cinco
en las unidades a los niimeros de 3 cifras que terminan en 5? Verifica realizando los cdlculos sin calcu-
ladora. Si.
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1.3 RAZONES Y PROPORCIONES

En la vida real surgen muchas ocasiones en las que deseamos comparar dos cantidades. Para compararlas
tenemos muchas opciones validas, pero la que nos provee de informacién més rdpidamente es la razén,
que esté relacionada con la proporcion.

p
Razon
Considere los niimeros a y b. La razon de ellos es el cociente obtenido al dividirlos:

a Definicién 8

b

En otras palabras, la razén de dos niimeros es igual al cociente entre ellos.

(.

Las razones se definen a partir de la divisién y se explican con fracciones porque en realidad una fraccién
nos indica una razén.

Por eso tenemos las fracciones equivalentes.

2 1
Las fracciones Z y 5 son equivalentes. Muestra utilizando la definicién de proporcién que Ejemplo 10

es asi.

2
De acuerdo a la definicién, la fraccién - indica la proporcién de los ntimeros 2y 7.

o Esto significa que en el numerador hay 2 por cada 7 que hay en el denominador de la fraccion.

e Si agrego 2 en el numerador, para seguir teniendo la misma proporcién, debo agregar siete en el

denominador.
2 242 4
7 7+7 7
e Esto es equivalente a multiplicar tanto el numerador como el denominador por 2:
2 4 (2)2)
777 (R

o Igual, en lugar de multiplicar por 2 en el numerador y en el denominador, podemos multiplicar por
cualquier otro niimero distinto de cero y obtenemos una fraccién equivalente.
o Si multiplicamos por 5 en el numerador y en el denominador, obtenemos:
2 (2)5) 10

7 (DG) 35

e Esto nos indica que ambas fracciones estdn en la misma proporcion, es decir, son equivalentes.

En las pasadas elecciones de un pueblo el candidato A obtuvo 4 875 votos a su favor, mien-

tras que el candidato B obtuvo 1 625. ;En qué proporcién estdn sus respectivas votaciones? Ejemplo 11

e Por definicién, debemos dividir el nimero de votos que obtuvo el candidato A entre el ntimero de
votos que obtuvo el candidato B.

Votos del candidato A _ 4875
Votos del candidato B~ 1625
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16 Introduccion al Algebra

e Este resultado nos indica que el candidato A obtuvo 3 votos por cada voto que obtuvo el candidato
B.

e Esta misma informacién obtenemos si encontramos la razén de los votos del candidato B con re-
specto al candidato A:

Votos del candidato B 1625 1

Votos del candidato A~ 4875 3

e Lafraccién 1/3 nos dice que por cada voto que obtuvo del candidato B, el candidato A obtuvo 3.

En este ejemplo se conocian dos datos y éstos no se pueden cambiar. En algunos casos tenemos mads
informacién y la proporcién nos puede ayudar a calcular un dato desconocido.

Para esto, tenemos que saber que hay varios tipos de proporcién.

PrOPORCION
Es una igualdad entre dos razones. Por ejemplo,

Definici6n 9 a_=c¢
b d

Esta misma proporcién también podemos escribirla como: a:b::c:d.

PROPORCION DIRECTA
Definicién 10 Cuando dos cantidades estan relacionadas de tal forma que cuando una cantidad crece la
otra también crece el mismo niimero de veces, entonces tenemos una proporcion directa.

Un paquete con 600 ml de refresco cuesta $5.00 pesos. ;Cudnto cuesta un litro de ese re-

Ejemplo 12 fresco?

e Sabemos que 600 ml de refresco cuestan $5.00 pesos.

o La sexta parte de 600 ml debe costar la sexta parte de $5.00 pesos.

e Esdecir, 100 ml de ese refresco deben costar $5.00/6 pesos.

e Un litro de refresco equivalen a 1 000 ml.

e Y 1000 ml equivalen a 10 veces 100 ml.

e Entonces, 1 litro de ese refresco debe costar 10 veces mds que lo que cuestan 100 ml.

e Esto es, 1 litro de ese refresco cuesta: (10)-(5/6) =50/6 = $9.33 pesos.

Un vendedor de Hot Dogs puede preparar 20 Hot Dogs en 30 minutos. ;Cudntos puede

Ejemplo 13 preparar en 45 minutos?

o Nosotros sabemos que puede preparar 20 hot dogs en 30 minutos.

o Entonces puede preparar el doble de hot dogs en el doble de tiempo.
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Y debe preparar la mitad de hot dogs en la mitad del tiempo.

Eso significa que puede preparar 10 hot dogs en la mitad de 30 minutos, es decir, en 15 minutos.

o Entonces, si sumamos lo que puede preparar en 30 minutos con lo que puede preparar en 15 min-
utos, obtenemos lo que puede preparar en 45 minutos.

En conclusién, puede preparar 20 + 10 =30 hot dogs en 45 minutos.

En un asilo se consumen 14 kg de harina por semana (7 dias). ;Cuédntos kilogramos de harina

se consumen en 30 dias? Ejemplo 14

En la séptima parte del tiempo se consume la séptima parte de kilogramos de harina.

Esto significa que en un dia se consumen 2 kilogramos de harina.

En 30 dias se consumen 30 veces mds de harina que lo que se consume en un dia,

Esto indica que en 30 dias se consumen (2)(30) = 60 kilogramos de harina.

Los problemas de proporcién directa se resuelven de manera més sencilla si utilizamos la regla de 3 di-
recta.

Por ejemplo, en el caso de los Hot Dogs, escribimos en una columna el nimero de Hot Dogs que puede
preparar y en otra la cantidad de minutos que requiere:

HotDogs = Minutos
Datos conocidos: 20 = 30
Para calcular: x = 45

Para resolver este problema con este segundo método observa que si dividimos 20 (Hot Dogs) entre 30
(minutos) obtenemos la proporcién que indica cuantos Hot Dogs prepara el vendedor en un minuto!. Si
multiplicamos este resultado por 45 (minutos) obtenemos la cantidad de Hot Dogs que prepara en esa
cantidad de tiempo.

Entonces,

x =(45)- % =(3)(15)- (;) =30

Sabemos que en el asilo se consumen 14 kg de harina en 7 dias, la razén 14 / 7 = 2 nos indica que se
utilizan 2 kilogramos de harina por dia en ese asilo. En 30 dias se deben utilizar 30 veces mads, es decir,
(30)(2) =60 kilogramos de harina.

En forma de regla de tres directa, tenemos:

LEn realidad, esta proporcién nos indica que el vendedor prepara 2 Hot Dogs en 3 minutos, o bien, dos tercios de Hot Dogs en un
minuto.
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kgdeharina = Dias
Datos conocidos: 14 => 7

Para calcular: x = 30

Y al realizar las operaciones, obtenemos:

x=(30)- (1—74) =(30)(2)=60

Observa que debido a que la multiplicacién y la divisién tienen la misma prioridad como operaciones, en
realidad no importa qué operacién realicemos primero. Bien podemos primero dividir y después mul-
tiplicar, bien podemos primero multiplicar y después dividir... en ambos casos siempre obtendremos el
mismo resultado.

Por esto, es una costumbre utilizar la regla de tres directa de la siguiente manera:

kg de harina = Dias
Datos conocidos: 14 = 7
Para calcular: x => 30

empezamos multiplicando el tinico nimero que conocemos del renglén donde se encuentra nuestra in-
cognita (30) por el niimero que se encuentra en el otro renglén y en la otra columna (14) y este resultado
lo dividimos por el dltimo ntimero conocido (7).

_Boud)
7

=(30)(2)=60

Se queda como ejercicio para ti realizar este procedimiento para el caso del vendedor de Hot Dogs.

Una proporcién directa que es utilizada comtnmente es el porcentaje.

Definicion 11

PORCENTAJE
Esuna proporcion de algo a cien. La palabra «porciento» indica cudntos se tomardn por cada
cien.

Ejemplo 15

Luisa compré un vestido. Como le hicieron un descuento del 25%, solamente pag6 $180.00
pesos. ;Cudl es el precio original (sin descuento) de ese vestido?

Para calcular el precio con descuento del vestido, debieron restar el 25%.
Definimos con P al precio original (sin descuento) del vestido,
Entonces, 0.25 P es el descuento que se le hizo,

Y el precio con descuento es:
P—-0.25P=0.75P

Esto indica que pag6 solamente el 75% del precio original del vestido.

Y este precio fue de $180.00 pesos.
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o Entonces,
180 180
0.75P =180 = P = —=__
0.75 §
4
(4)(180)

(4)(60) =240

Esto nos dice que el precio sin descuento del vestido era de $240.00 pesos.

En efecto, si calculamos el 25% de $240.00 pesos, entonces debemos sacar la cuarta parte,

es decir, $60.00 pesos es el 25% de $240.00

A $240.00 le restamos $60.00 y obtenemos $180.00 que es el precio con el 25% de descuento.

Un paquete de cereal contiene 15% mads gratis. Si el envase inicialmente contenia 680 gr.,

;cudntos gramos contiene ahora? Ejemplo 16

e Sabemos que originalmente el envase contenia 680 gramos.

e El110% de esa cantidad es la décima parte, porque 10 es la décima parte de 100.
e Y el porcentaje se refiere a la proporciéon por cada cien...

e Ladécima parte de 680 gr., es 68 gr.

e Entonces, el 10% de 680 es 68.

e Lamitad del 10% es el 5%.

¢ Entonces, el 5% de 680 es la mitad de 68, es decir, 34.

e Sisumamos el 10% de 680 y el 5% de 680 obtenemos el 15% de 680.

e Estoes, el 15% de 680 es 68 +34 =102

e Entonces, el envase contiene 102 gramos de mads...

o Sioriginalmente contenia 680 gramos, junto con los 102 gramos gratis (el 15%) obtenemos un nuevo
total de 782 gramos.

P
PROPORCION INVERSA
Dos cantidades estdn en proporcion inversa si al crecer una, la otra decrece, en la misma Definicién 12
razon.

(.

Por ejemplo si una aumenta al doble, la otra disminuye a la mitad.

g
Dos trabajadores tardan 32 horas en pintar una barda. ;Cuéntos trabajadores se requieren

para que realicen la tarea en 4 horas? Ejemplo 17

(.

¢ Sise asignan el doble de trabajadores deben tardar la mitad del tiempo.
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o Entonces, si hay

v/ 4 trabajadores deben tardar 16 horas,
vy 8 trabajadores deben tardar 8 horas,
vy 16 trabajadores deben tardar 4 horas,...

¢ Todo esto, suponiendo que los trabajadores siempre trabajan al mismo ritmo y que no se estorban
entre ellos para realizar la tarea.

Las proporciones inversas aparecen muy frecuentemente. Sin embargo, debido a que mucha gente no
conoce su nombre, no las reconoce como tal.

En un viaje, 300 personas requieren de 975 litros de agua para consumo (elaboracién de

Ejemplo 18 alimentos y bebidas) durante un dia. Si hacemos caso del dicho: «una persona necesita de

dos litros de agua diarios», ;para cuantas personas alcanzara el agua?

e Larespuesta es inmediata: como cada persona requiere de dos litros, dividimos el nimero de litros
de agua que llevan consigo y obtenemos el resultado de nuestro problema:
975
— =487.5
2

o Esto nos dice en palabras que si cada persona consume dos litros de agua por dia, entonces 975
litros podran dar a 487.5 personas agua en un dia.

¢ Sin embargo debes observar que inicialente habia 300 personas asignadas a los 975 litros de agua.
¢ Esto significa que (en promedio) consumian mds de 2 litros de agua:

975
— =3.25
300

¢ Entonces, este problema tiene relacionadas sus variables con una proporcién inversa: cuando au-
menta el nimero de litros de agua que consume diariamente una persona, pueden dar agua a
menos personas...

e Y cuando disminuye el niimero de personas a las que se les va a repartir el agua, pueden que darles
mads litros de agua a cada uno de ellos.

Estos dos tipos de variaciones no son los tinicos. Existen otros tipos de variaciones.

Por mencionar un ejemplo, tenemos la energia que contiene el viento. Cuando la velocidad del viento
aumenta al doble, la energia que contiene un kilogramo de ese aire en movimiento aumenta ocho veces.
Sise triplicala velocidad del viento, la energia aumenta 27 veces, y sila velocidad incrementa al cuddruplo,
la energia se multiplica por 64.

Entonces, si la velocidad del viento se multiplica por k, la energia contenida ahi se multiplica por k3.
Este tipo de variacion se conoce como variacion ctibica, por obvias razones?.

Otro tipo de variacién consiste en la variacién exponencial. Este tipo de variacion es la que se utiliza para
determinar la edad de los huesos de dinosaurios y seres que existieron en nuestro planeta hace millones

20bserva que el ntimero que utilizaste para multiplicar a la velocidad del viento se elevé al cuadrado para conocer en qué pro-
porcién aumento la energia que contiene.
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de afos. En este tipo de variacién la cantidad que aumenta o disminuye depende de la cantidad que
quedaba antes.

Por ejemplo, es posible definir que una proporcién exponencial varie de un dia a otro con la mitad de lo
que habfia al dia anterior. Si el lunes tenia 16 gramos de una sustancia que varia de esa forma, entonces el
martes habré la mitad, es decir, 8 gr., el miércoles habrd la mitad de lo que quedaba el martes, es decir, 4
gr., el jueves habra 2 gr., el viernes 1 gr., y asi sucesivamente.

Las poblaciones de algunas especies tienen un crecimiento exponencial también3.

Como puedes ver, las razones y proporciones aparecen en muchas édreas distintas, ademas de que hay
otras formas de variacién entre dos cantidades que hemos dejado sin estudiar.

Resuelve cada uno de los siguientes problemas. Identifica primero si se trata de una propor- Ejercicios
cién directa o inversa. 1.3.0

1) Don Macario compré cubetas a $12.00 pesos cada una y las estd vendiendo a $20.00 pesos cada una.
;Cudl es la proporcion entre los precios de compra y el precio de venta de las cubetas de Don Macario?
12/20=3/5=10.6

2) ;Qué indica la proporcién del ejercicio anterior? Cada cubeta le cuesta el 60%, es decir, 3/5, del
precio de venta.

3) Ala gasolina se le aument6 un 5.5% en su precio por litro. Su precio incial era de $5.32 pesos por litro.
;Qué precio tiene ahora, después de haber afectado el precio? $5.61 pesos.

4) Una méquina puede pintar 12 kilémetros de la linea de la carretera federal en una hora. ;Cudnto

tiempo requiere para pintar 108 kilometros? 9 hr.
5) Carlos compr6 12 lapices por $10.00 pesos. ;Cudnto debe pagar por 30 ldpices? $25.00 pesos.
6) Tres lapices cuestan $17.00 pesos. ;Cudnto debo pagar por doce de esos lapices? $68.00 pesos.

7) Marco compré un pantalén. Cuando pagé le dijeron que el precio que tenia el pantalé6n incluia un 15%
de descuento. Si el pantalén le costé $255.00 pesos, ;cudl era el precio del pantalén sin descuento?
$300.00 pesos.

8) Andrei Jagodzinski es un pianista polaco. En su tltimo contrato gané 2.3 veces mds que en el anterior.
;En qué porcentaje aumento su ingreso por concierto? 230%

9) En la pelicula King Kong en Nueva York, un gorila fue filmado y al editar en doble cdmara el gorila
aparecia enorme. En la realidad, el gorila media 1.45 metros. Si de acuerdo a mediciones realizadas
en la pelicula, la escala indica que tenia 12 metros de alto, ;por qué nimero multiplicaron la altura
verdadera del animal? 8.2

10) Siuna persona de 1.75 metros de altura hubiera sido aumentada en sus dimensiones al igual que el
gorila en la pelicula de King Kong, ;qué tan alto se veria? 14.48 m

11) De entre 35000 personas encuestadas, 86% opina que los problemas mds serios que enfrenta la hu-
manidad actualmente estdn relacionadas con problemas ambientales. ;Cuédntas personas en total
opind eso? 30100

12) Un complemento alimenticio liquido embotellado de 2.5 litros cuesta $15.00 pesos. ;Cudnto cuesta
una porcién de 500 ml? $3.00 pesos

13) Un tornillo pesa aproximadamente 15 gramos. ;Cudntos de esos tornillos hay en una bolsa de un
kilogramo? 67 tornillos aprox.

3Dentro de ciertos limites.
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25)

26)
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28)
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Un kilogramo de huevo de gallina contiene 18 huevos. ;Cudl es el peso aproximado de un huevo de
gallina? 55.5 gr aprox.

;Cuéntos huevos habrd, aproximadamente, en 2 kg de huevos? 36 huevos aprox.

Considerando la informacién de los dos ejercicios anteriores, y sabiendo que una tapa de huevo con-
tiene 30 huevos y una caja contiene 12 tapas, ;cuanto debe pesar una caja de huevos? (ignora que el
peso de las tapas y de la caja que los contiene). 20 kg aprox.

Un envase de 100 ml tiene 7/8 ocupados con agua. ;Qué volumen de agua tiene? 87.5 ml de agua.

Cuando Doia Pifa compra 12 panes debe pagar $54.00 pesos. ;Cudnto debe pagar por 20 de esos
panes? $90.00 pesos

Lalito compro6 un disco duro externo de 160 Gb de capacidad para almacenar la informacién de su
LapTop, porque debia formatearla. La capacidad del disco duro de su LapTop es de 120 Gb. ;Cudl es la
raz6n de las capacidades de los discos duros? (Simplifica el resultado) Externo:Laptop = 4/3.
Laptop:externo = 3/4.

La raz6n de la altura a la base de una puerta es 12 : 5. Si ésta tiene una altura de 2.1 metros, ;cudl es la
longitud de su base? 0.875 metros = 87.5 cm.

Quimica: Una solucién utilizada como tinta para marcar huellas digitales utiliza 2 ml de sales de hi-
erro, 1.33 ml de sales de potasio, 0.17 ml de amonio y 16.5 ml de agua. Encuentra los mililitros que se
deben utilizar de cada quimico para preparar 2 litros de la soluciéon. Recuerda que 1 litro equivale a
1000 ml. 200 ml sales de hierro, 133 ml s. potasio, 17 ml amonio y 1650 ml agua.

Quimica: En una mina se extrae material que contiene 93% de hierro, 3% de carbén, 2% de azufre y el
resto son trazas de otros metales. ;Cudntos kilogramos de carbén se extraen en una semana (7 dias)
si diariamente se extrae 2.5 toneladas de material? (Recuerda que una tonelada equivale a 1 000 kg.)
525 kg.

Medicina: En fisica la densidad se define como la razén de la masa al volumen. Los dentistas utilizan
el mercurio para colocar amalgamas en los dientes que han sufrido de caries leves. Un frasco de 15 ml
de mercurio pesa 203.91 gramos. ;Cudl es la densidad del mercurio? 13.594 gr/ml

Fisica: El coeficiente de dilatacién lineal térmica en un material se refiere al cociente del incremento
en la longitud AL de una varilla debido al aumento de temperatura entre su longitud inicial L. Si una
varilla de L =1 m aumenta su temperatura de 20°C a 21°C su longitud se incrementa en 0.005 metros.
;Cuadl es el coeficiente de dilatacion lineal térmica de ese material? 0.005

Fisica: La presi6n se define como el cociente de la magnitud de la fuerza F al 4rea A sobre la cual se
distribuye. ;Qué informacién nos da esa razén? Cudntas unidades de fuerza soporta cada unidad de
area.

Quimica: Se sabe que 18 gr de agua pura contienen 6.0235x 10?3 moléculas de agua. Considerando que
una molécula de agua tiene dos 4tomos de hidrégeno y uno de oxigeno, ;cudntos 4tomos de hidrégeno
hay en esos 18 gr de agua? 1.2047 x 10%* dtomos de H

Quimica: Cuando 37.9968 gr de fldor gaseoso reacciona con suficiente hidrégeno gaseoso se producen
40.01268 gr de 4cido fluorhidrico. Si se requieren preparar 100 gr de ese acido, ;cudntos gramos de flior
se deben hacer reaccionar con hidrégeno? 94.9619 gr.

Quimica: La reaccién quimica del ejercicio anterior es la siguiente:

Ho(g) +  Fa(g) — 2HF(g) + 128XKcal
2016gr + 37.99gr —  40.006gr
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29)

30)

31)

32)

33)

34)

El dltimo término de la primera ecuacién: 128 Kcal, indica que cuando reaccionan 2.016 gr de H,
(hidrégeno) con 37.99 gr de F, (fltior) se producen 128 Kcal ademads de los 40.006 gr de HF (4cido
fluorhidrico). ;Cudntos gramos de H, deben reaccionar para generar 50 Kcal? 0.7875 gr

Reto: (Fisica) La aceleracion de un objeto se define como el cociente del cambio de velocidad entre el
tiempo que requirié ese cambio. Matemadticamente:

VUi Av _ Incremento de velocidad

tr—t; At Intervalo de tiempo
Fisicamente, ;qué informacién nos dice la aceleraciéon?

Reto: (Fisica) El calor especifico de una sustancia es numéricamente igual a la cantidad de calor Q
que hay que suministrar por cada unidad de masa m de esa sustancia para aumentar su temperatura
un grado centigrado. ;Qué férmula calcula el calor especifico ¢ de una sustancia si se conocen Q y m?

c=Q/m

Reto: (Demografia) La poblacién de un municipio ha crecido durante los tltimos diez afos a razén
de 3% por afio. Sila poblacién en el afio 2000 era de 1250000, y suponiendo que la poblacién seguird
creciendo a la misma razon, ;cudl serd la poblacién en el afio 2010?

Reto: (Economia) Durante los tltimos cinco anos, la inflacién en el pais X ha crecido en promedio un
5% por ano. En el afio 2000 la despensa de la canasta bésica para una semana de una familia costaba
$750.00 pesos. Si la inflacién continta asi, ;cudnto costard esa despensa en el aflo 2010?

Reto: (Matemadticas) El 4rea de un circulo de radio r puede calcularse con la siguiente f6rmula: A =
nr2. Esta drea puede pensarse como el drea que barre un radio cuando gira un angulo de 360°. En-
cuentra una férmula para calcular el drea de un sector del circulo de dngulo a®. Ay =amnr?/360.

Reto: Cuando se incrementan las dimensiones de un cuadrado al doble, el drea crece, pero no al doble.
Cuando las dimensiones se aumentan al triple, el 4rea de nuevo crece, pero no al triple. ;Puedes de-
scribir como crece el drea dependiendo del crecimiento de las longitudes de los lados del cuadrado?
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1.4 LENGUAJE ALGEBRAICO

Las matemaéticas son un lenguaje, hecho por los humanos para los humanos.
Como todo lenguaje, tiene sus reglas, y si conoces sus reglas, podras entender todas las matemaéticas.

Evidentemente, la base estd en este lenguaje que nos ayuda a describir con palabras lo que dicen los
objetos matematicos, es decir, las ecuaciones, funciones, gréficas, vectores, etc.

Para poder entender las matemdticas mds elementales, debes conocer el significado de las siguientes
palabras:

Palabra Significa
Suma resultado de una suma
Diferencia resultado de una resta
Producto resultado de una multiplicacién
Cociente resultado de una divisiéon
Doble, triple,... multiplicar por 2, 3, etc.
Mitad, tercio,... dividir entre 2, 3, etc.
Cuadrado resultado de elevar al cuadrado
Cubo resultado de elevar al cubo
Cuarta potencia elevar a la potencia 4
Raiz cuadrada calcular raiz cuadrada
Raiz ctibica calcular raiz ctibica

En realidad esta lista ya debes conocerla. Cuando una persona te pide: «suma 3 al ntimero 2», en realidad
entiendes lo que debes hacer.

Sin embargo, algunas palabras practicamente nunca las utilizamos, a pesar de que ya sabemos realizar la
operacion.

Traduce a lenguaje matemaético, es decir, a una expresion algebraica, el siguiente enunciado:

) Ejemplo 19
EL DOBLE DE UN NUMERO MENOS EL CUADRADO DE OTRO.

e Vamos a trabajar con dos cantidades desconocidas, la primera la llamaremos x y a la segunda y.

e Como ya sabemos, la palabra “doble” nos indica que multipliquemos por dos: 2x indica el doble
del primer ntimero.

e “Elcuadrado del otro” quiere decir: “multiplica el niimero por si mismo dos veces”, es decir, “elevalo
al cuadrado’.

e Entonces, la expresion algebraica que expresa matematicamente esa frase es: y2.

e Finalmente, la frase “El doble de un nitimero menos el cuadrado de otro”, matematicamente se
escribe:
2x—y*?

e Con lo que hemos traducido al lenuaje matematico la frase.

Cualquier expresién matemadtica, por mds compleja que parezca, siempre puede expresarse en palabras
a través del lenguaje algebraico.

Otras palabras que se usan frecuentemente en el lenguaje algebraico son las siguientes:
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Palabra Significa
Aumentado mas o sumado a
Disminuido menos o restado de

Razén cociente

Proporcién cociente

Incrementado sumado
Semi mitad de...

Traduce a una expresion matemadtica la siguiente frase: «El drea de un cuadrado es igual al

Azl 2 cuadrado de Ia longitud de uno de sus lados.»

e Primero debemos notar que se estd hablando de una férmula de geometria.
e Necesitamos una literal para denotar el area del cuadrado.

e Por similitud, utilizaremos A.

e Y para denotar la longitud del lado del cuadrado usaremos /.

¢ Entonces, el drea (A) la encontramos elevando al cuadrado la longitud del lado (I):

A=1?

o Esta esla férmula que nos expresa matemdticamente la frase que nos pidieron traducir al lenguaje
algebraico.

Seguramente ahora podras reconocer las férmulas de geometria como expresiones que nos dan informa-
ci6én acerca de las figuras a las cuales corresponden.

La formula del drea del circulo, por ejemplo: A = 772 nos indica que su drea depende solamente de una
medida: su radio. Esto es semejante al caso del cuadrado: su drea solamente depende de la longitud de
uno de sus lados.

Traduce a una expresién matemadtica la siguiente informacién:«Carlos tiene 6 canicas mas

AT 2L que Benjamin. Entre los dos tienen en total 78 canicas.»

e Vamos a utilizar la letra C para denotar la cantidad de canicas que tiene Carlos.

Y B servird para denotar la cantidad de canicas que tiene Benjamin.

Sabemos que Carlos tiene 6 canicas mas que Benjamin, asi que si sumamos 6 al nimero B obten-
emos lo que tiene Carlos:
C=B+6

Si sumamos las dos cantidades, obtenemos lo que tienen los dos juntos, en este caso, 78 canicas:

B+C=78

Pero ya habiamos encontrado que C = B + 6, por lo que podemos escribir también:

B+(B+6)=78
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o Cualquiera de las dos ecuaciones sirve como solucién al texto dado en el encabezado del ejemplo.

e Mas adelante estudiaremos cémo resolver estas ecuaciones.

Es importante que notes que dos ecuaciones distintas en el ejemplo anterior pueden servir para expresar
exactamente la misma situacion. Cudl utilizar dependerd de la situacion en la que nos encontremos.

Observa que algunas veces podemos expresar la misma informacién de varias maneras distintas. Después
de todo, las matemadticas son un lenguaje.

Expresa en forma de una ecuacién la siguiente informacién: «Un rectdngulo tiene un drea

de 84 metros cuadrados. Sabemos que su base mide 5 metros mds que su altura.» Ejemplo 22

Denotemos con una literal la altura del rectangulo, por ejemplo, h.

Para nosotros la letra h representa los metros que mide la altura del rectdngulo.

El texto nos dice que la base mide 5 metros m4s, es decir, tengo que sumar 5 a la altura para obtener
lo que mide la base:
b=h+5

e Ademads, sabemos que el drea del rectdngulo es igual a 84 metros cuadrados. Entonces:

Area = base xaltura
A = b-h = (h+5-h
84 = (h+5)-h

Esta ecuacion expresa matematicamente el texto que se dio en el encabezado del ejemplo.

El ejemplo anterior nos dice algo importante: las expresiones matemdticas nos dan informacién acerca
de algin proceso. En este caso, la ecuacion (h +5)- h =84 nos indica las condiciones para que el drea de
un rectangulo sea igual a 84 unidades cuadradas si su base mide 5 unidades mas que su altura.

No siempre es asi de facil obtener informacién de una ecuacién, pero cuando sea posible, es importante
reconocerla porque asi tendremos mayor informacién acerca del problema que estamos resolviendo.

Escribe en palabras la siguiente expresién algebraica:

xX+y Ejemplo 23
xX—-y

Primero observamos que se trata de la divisiéon de dos cantidades,

La cantidad que estd en el numerador es la suma de dos niimeros,

y la cantidad que esté en el denominador es la diferencia de los mismos niimeros.

Ahora, debemos recordar que el resultado de una divisién, en matemadticas se llama: cociente.

Entonces,
xX+y

xX=y

se lee:
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El cociente de la suma de dos nimeros entre su diferencia.

Ellenguaje algebraico esla forma como expresamos los procedimientos para resolver problemas matemati-
cos de todas sus areas.

Continuamos con la aplicacién del lenguaje algebraico en la solucién de problemas aritméticos y ge-
ométricos.

1.4.1 ALGORITMOS ARITMETICOS Y GEOMETRICOS

Ellenguaje algebraico nos ayuda a expresar en palabras ecuaciones o a escribir en forma de ecuacién una
o varias operaciones que debemos realizar con algunas cantidades.

Escribe en forma de expresion algebraica el siguiente juego:
Ejemplo 1 Piensa un nimero, sumale dos; al resultado multiplicalo por 3, después réstale 6. Calcula la
tercera parte de ese resultado y obtienes el niimero que pensaste.

Primero debemos definir el nimero que penso: x.

e A ese numero le van a sumar 2, asi obtenemos: x +2.

Al resultado van a multiplicarlo por 3, con lo que obtenemos: 3(x + 2).

Después le restan 6, y asi se obtiene: 3(x +2)—6.

Finalmente, dividimos entre 3, esto se denota por:

3(x+2)—-6
3

Y terminamos.

Es importante que observes que cuando multiplican por 3, no escriben: 3x 4+ 2, porque en este caso,
estamos multiplicando por 3 el nimero que pensaron y al resultado le sumamos dos.

Para que te convenzas que los resultados son distintos, puedes considerar distintos valores y verds que no
obtienes el mismo resultado.

Por ejemplo, digamos que pensaste el nimero 10. Si sumamos 2 obtenemos 12, y después multiplicamos
por 3 para obtener 36. Por otra parte si multiplicas 3 por 10 (el nimero que pensaste, sin sumar 2) obtienes
30, y después sumamos 2 para obtener 32. Como ya sabemos 36 # 32.

En matemadticas, cuando se explica un resultado, necesariamente debemos utilizar palabras que indiquen
cada objeto o idea.

Si no memorizas los significados de las palabras que aparecen en las tablas dadas anteriormente, no po-
dras aprovechar tus cursos de matematicas, incluyendo éste.

Explica si es correcta o incorrecta la siguiente aseveracion:

Ejemplo 2
El promedio de dos niimeros es igual a su semisuma.

e Calculamos el promedio sumando los nimeros y dividiendo entre el nimero de datos.
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e En este caso estamos hablando de 2 niimeros,
e ...entonces, el promedio en este caso es:
xX+y
2
o Por otra parte, «semi» significa mitad, es decir, dividir entre dos.

e La semi suma de los niimeros indica que debemos dividir entre dos la suma de los nimeros...

e yeso es precisamente lo que escribimos:
x+y

2

Esto nos indica que la aseveracion es correcta.

Una paquete de galletas indica en la tabla de especificaciones nutricionales que cada galleta
contiene 54.5 kilocalorias (kCal). Pedro también compré 250 mL de una bebida que contenia
505 kCal en total. Si él se tom6 los 250 mL de bebida y ademds comi6 7 galletas. (a) ;Cudntas
kilocalorias ingiri6? (b) Traduce a lenguaje algebraico la expresién obtenida.

Ejemplo 3

o Este es un problema clésico de dieta.
e Llamemos C la cantidad de kilocalorias que ingiri6 Pedro.
e Las kCal que ingiri6 al tomar la bebida son 545 kCal.

e Hasta ahora, considerando solamente las kCal ingeridas debido a la bebida son:

C =505

e Pero no es lo tinico que ingiri6... También comi6 n galletas.

e Sabemos que cada galleta le provee de 54.5 kCal.

o Si él come solamente una galleta, ingiere 54.5 kCal,

o Si come dos galletas, ingiere (54.5)(2) kCal,

¢ Si come tres galletas, ingiere (54.5)(3) kCal, etc.,

¢ Yen general, si come n galletas, estd ingiriendo (54.5 - n) kCal.

¢ Entonces, considerando la bebida, mas las galletas que comid, en total ingiri6:

C=505+54.5n

e Una vez que conozcamos el valor de n, el nlimero de galletas que comi6, podremos conocer el total
de kCal que ingirio.

Ahora traducimos al lenguaje algebraico esta expresion:

El namero de kilocalorias que ingirié Pedro es igual a 505 kCal, que ingirié por tomar
250 mL de unabebida, aumentado con el producto de las kCal que contiene una galleta, Comentario
es decir, 54.5 kCal, por el ntimero de galletas que ingiera, que hemos denotado por n.
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Ejemplo 4 Un truco para multiplicar por 9 mentalmente.
e Cuando tengas que multiplicar por 9, es mejor agregar un cero a la derecha del otro factor y restar
el factor del niimero asi obtenido.
e Por ejemplo, 9 x 123=1230—-123=1107.
e La justificacién de este procedimiento es muy sencilla. Cuando multiplicamos un nimero k por 9,
en realidad estamos sumando k + k +---+ k nueve veces.
e Cuando agregamos un cero a la derecha del ntimero k, obtenemos el resultado de multiplicarlo por
10.
e Cuando restamos k a este resultado, obtenemos 9 k.
e Esdecir, 10k —k=9k.
Debes recordar que multiplicar significa sumar de una manera abreviada. Por ejemplo, si multiplicas 3 x4,
en realidad estds sumando 3+ 3+ 3+ 3, o bien, 4+ 4 + 4. En ambos casos obtienes el mismo resultado
porque 3 x4=4x3.
Ejemplo 5 Multiplicar un nimero por 99 mentalmente.
e Este caso es similar al anterior: agregamos dos ceros a la derecha del otro factor y restamos el
numero.
e Por ejemplo: 99 x 23 =2300—23 =2277.
e Lajustificacion estd en que 100 =99 — 1.
o Es decir, multiplicamos 100 por el otro factor y después lo restamos, con lo que terminamos multi-
plicando por 99.
99k =100k -k
o Ahora generaliza este procedimiento para poder multiplicar por cualquier nimero cuyos digitos
sean solamente nueves.
Ejemplo 6 Multiplicar un ntmero de dos cifras por 11

o Laregla es muy sencilla. Sumar las dos cifras, y escribir el nimero en medio de las cifras.

e Cuando la suma es mayor o igual a 10, escribe en medio la cifra de las unidades (de la suma) y suma
uno a la cifra de las decenas para escribirlo en las centenas.

e Por ejemplo: 11 x 23 =253.

o Este truco se explica ficilmente cuando se desarrolla la multiplicacién de manera convencional.
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2 3
x 1 1
2 3
2 3
2 5 3

¢ Siempre quedan «en medio» los digitos del ntimero y se deben sumar. Por eso, cuando la suma es
mayor o igual a 10, debemos escribir el digito de las unidades (de la suma) y sumar uno al digito de
las decenas para escribirlo en las centenas.

o Otraforma alternativa de realizar esta misma multiplicacién consiste en agregar un cero ala derecha
del namero, que equivale a multiplicar por 10, y después sumar el ntimero. En el caso del ejemplo
anterior, tendremos:

11 x 23 =230+23

o Lajustificacién de este procedimiento se da con la ley distributiva para los niimeros reales:

11 x23=23x11=23x(104+1)=230+23

Con el procedimiento utilizado para multiplicar por 11, encuentra un método para multi-
plicar por 22, 33, etc. Reto 1
[ Multiplicar por un niimero entre 12 y 20 mentalmente. Ejemplo 7

o Para realizar el cdlculo mental de (13)(45) multiplicamos solamente por la cifra de las unidades del
ndmero entre 12 y 20, agregamos un cero al 45 y sumamos los resultados:

(13)(45) =450+ 135 =585

e Lajustificacion de este procedimiento también estd en la ley distributiva:
(13)(45) =(45)(13) =(45)(10+3)=(45)(10)+(45)(3)
o Al multiplicar (45)(10) estamos agregando un cero a la derecha del ntimero 45, y a este resultado le
sumamos (45)(3).

e En general, si vamos a multiplicar el nimero a por 10+ k, aplicamos de nuevo la ley distributiva y
obtenemos:
(10+k)(a)=(10)(a)+(k)(a)

e Ahora debes deducir un método como el que se explica en la multiplicacion por 11, donde aco-
modes los niimeros para sumarlos.

[ Multiplicar por 15 mentalmente. Ejemplo 8

e La multiplicacién por 15 es muy sencilla: agregamos un cero al otro factor y después sumamos la
mitad del nimero que obtuvimos.
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o Por ejemplo, para multiplicar (15)(37), agregamos un cero al 37 y obtenemos 370, después sumamos
a este numero su mitad, es decir, 185. Entonces,

(15)(37) =370+ 185 =555
e Lo que justifica este procedimiento consiste en que al agregar un cero al otro factor (37 en este
caso), equivale a haberlo multiplicado por 10.

e Cuando calculamos la mitad de este ntimero, en realidad estamos calculando el resultado de mul-
tiplicar el factor (37) por cinco, porque:

(37)10)
Z

¢ Entonces, si necesitamos multiplicar el nimero k por 15, agregamos un cero a la derecha del niimero
k, y a ese resultado le sacamos mitad.

=(37)(5)

e Sumamos estos dos tltimos nimeros y terminamos.

[ Ejemplo 9 Multiplicar por un nimero que termina en 9 mentalmente.

e Como es muy facil multiplicar por un ntimero que es multiplo de 10, cuando debemos multiplicar
por un ndmero que termina en 9, es muy buena idea sumar 1 a ese ntimero, realizar la multipli-
cacién y después restar el otro factor.

e Esto porque:
m-(10k+[9)=m-(10k+[10—1))=m-(10(k+1)—1)=10(k+1)m —m
donde hemos aplicado la ley distributiva para los ntimeros.

e Por ejemplo,
(29)(47)=(30)(47)—47=(3)(470)—47=1410—-47=1363

e Ahora explica (utilizando la ley distributiva) la justificacién de este procedimiento.

[ Ejemplo 10 Multiplicar por 50 mentalmente.

e Por ejemplo, multiplicar 17 x 50.

¢ Es muy sencillo multiplicar por 100, pues solamente agregamos dos ceros a la derecha del otro
factor.

e Sabemos que (2)(50) = 100, entonces, para multiplicar por 50, basta hacer:

100) 1700

(17)(50):(17)(50)-(%):(17)-(T =—— =850

[ Ejemplo 11 Dividir por 5 mentalmente.
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e Dado que dividir por 10 significa correr el punto decimal un lugar a la izquierda, y que 10 = (2)(5),
mejor multiplicamos por 2 y al resultado le corremos el punto decimal un lugar a la izquierda.

e Por ejemplo,

T=60(3) =60 (55) =2 = T =74
5 5 10 10 10

o Lajustificacién del procedimiento para dividir por 5 es similar al truco anterior.

e Supongamos que queremos dividir al nimero k entre 5. Es decir, queremos encontrar:

o Esta expresion indica: «Duplica al dividendo (es decir, el numerador de la fraccién) y al resultado
correle el punto decimal un lugar a la izquierda.»

Encuentra un procedimiento para multiplicar cualquier ntimero por un divisor de 100 men-

talmente. Reto 2

Para resolver el reto puedes tomar algunas ideas del ejemplo donde se explica cémo multiplicar por 50.

Observa como puedes generalizar esta idea para los demaés divisores de 100.

1.4.2 SERIES Y SUCESION LINEAL

En la naturaleza muchas veces aparecen las sucesiones de niimeros.

Por ejemplo, cuando el hombre tuvo la necesidad de contar, tuvo que inventar un conjunto de niimeros
que le sirviera para ese proposito.

El conjunto de los nimeros naturales es una sucesion: 1, 2, 3,4, 5,---.

SUCESION
Es una lista de niimeros tales que pueden encontrarse uno a uno a través de una regla. Cada Definicién 1
uno de los niimeros que forma la sucesion se conoce como término de la sucesion.

Por ejemplo, los niimeros: 2,4,6,8, 10, --- forman una sucesién. Para encontrar el siguiente nlimero sumamos
dos al que tenemos por tltimo término. En este caso tenemos la sucesién de los niimeros pares.

También podemos formar la sucesién de los nimeros impares de manera semejante: 1, 3,5, ---.

Existen muchos tipos de sucesiones. Por ejemplo, la sucesién: 5, 11, 17, 23, 29, etc. podemos calcular el
siguiente niimero sumando 6 al tltimo término.

Observa que una sucesion siempre tiene un primer término. Supongamos que ese primer término es el
numero a,. En el ejemplo anterior a; =5.

Para encontrar el siguiente término sumamos un niimero que no cambia de término a término, es decir,
es constante. En el ejemplo anterior sumédbamos el nimero 6, pero para hacer el caso general, vamos a
considerar que sumamos el nimero d. Entonces, los siguientes términos seran:
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En el ejemplo: En general:

a 5+6 as d1+d

as a+d as a+d
(5+6)+6=5+2(6) (a1 +d)+d=a,+2d

ay a3+d ay d3+d
(5+2(6))+6=543(6) (a1+2d)+d=a,+3d

as ay +d as ay +d
(5+3(6))+6=5+4(6) (a1 +3d)+d=a,+4d

y en general:

a,=a,+(n-1)d

SUCESION ARITMETICA
Es una sucesion que cumple con que cualesquiera dos términos consecutivos tienen una
diferencia constante. El primer término de una sucesion aritmética se denota por a,, la

Definicién 2

mino pora,.
Para encontrar el n—ésimo término, utilizamos la siguiente férmula:

ap,=a,+d(n-1)

diferencia constante de cualesquiera dos términos consecutivos por d, y el n—ésimo tér-

Ejemplo 1 Las siguientes son ejemplos de sucesiones aritméticas:

* = 1,3,5,7,9,11,---
donde el primer término es a; = 1 y la diferencia constante entre cualesquiera dos términos con-
secutivos es d =2.

* = 3,7,11,15,19,---
dondea,=3yd =2

= 7,10,13,16,19,22,---
donde a, =7yd =3.

Para verificar que la sucesion es aritmética podemos elegir cualesquiera dos términos consecutivos a;, @ n+1
y encontrar su diferencia: a,,—; —a,, =d.

Si esta diferencia cambia con distintos pares de términos consecutivos, entonces, la sucesién no es arit-

meética.

Ejemplo 2 Encuentra el término a,, de la sucesién aritmética definidacona; =5y d =6

o Pararesolver este ejercicio utilizaremos la formula:

ap=a1+d(n-1)
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e Eneste caso a; =5, n =12,y d =6. Al sustituir los valores en la férmula obtenemos:

a, = a+d(n-1)
ap = 5+6(12-1)
= 54(6)(11)
= 5466
= 71

e Entonces a;, =71.

e Puedes verificar el resultado encontrando todos los términos desde a; hasta a,. Para esto tendras
que sumar d = 6 a cada término para encontrar el siguiente.

En la vida diaria encontramos muy frecuentemente oportunidades de aplicar las sucesiones aritméticas.

Natalia hizo el compromiso de leer dos paginas més cada dia del libro «José Patter Prospec-

tus» . El primer dia pudo leer 5 péaginas. ;Cudntas paginas debia leer el décimo dia? Ejemploia

o En este caso tenemos que ella lee 2 pdginas mds del libro cada dia, con lo que d = 2.

También sabemos que el primer dia leyd 5 pédginas, asi que a; =5.

Nos piden encontrar a, es decir, cudntas péaginas ley6 el décimo dia de lectura.

Sustituimos los valores conocidos en la férmula:

a, = a+d(n-1)
ap = 54+2(10-1)
= 5+(2)9)
5+18
= 23

¢ Esto significa que debe leer 23 paginas el décimo dia de lectura.

Una pregunta que podemos hacer en este punto es: «jcudntas paginas ha leido Natalia en sus primeros
10 dias de lectura®

Para responder esa pregunta debemos sumar los primeros diez términos de esa sucesion aritmética.

La serie es la suma de los términos de una sucesién. Cuando estamos hablando de una serie finita, esta-
mos considerando un namero finito de términos. Cuando consideramos una serie infinita, consideramos
un numero infinito de términos.

Utilizando el método de Gauss, tenemos:

S = 5 4+ 7 4+ - + 23
S = 23 4+ 21 + - + 5
2S = 28 + 28 + -- + 28

Como estamos sumando 10 términos, 28 + 28 +--- 428 = 280. Pero este valor es igual al doble de la suma
que buscamos, entonces, S =280/2 = 140. Es decir, en los primeros 10 dias de lectura avanzé 140 paginas
de su libro.

De manera semejante podemos encontrar de una manera sencilla la férmula para calcular la suma de los
primeros k términos de una sucesion aritmética:
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S = a, + [a+d] + - + ar
S = aj + Ak—1 + -+ a
2S = |ay+ax] + [ar+ax] + - + [a1+ai]

Observa que ax—; = ay —d, porque ay = ay—_; +d, es decir, al término a_; le sumamos la diferencia d
para obtener ay.

Entonces, al sumar 2§ estamos en realidad sumando k veces el nimero a; + ag, y esto es igual a: k(a; +
ay). Pero no deseamos encontrar el valor de 2, sino el valor de S.

Asi que sacamos la mitad de 2 S y asi terminamos:

S

B k(a1+ak)_k (al-i-ak)
- 2 h 2

Ahora, a, + ay dividido entre dos es el promedio del primer y el k-ésimo térmimos. Geométricamente
podemos imaginar que «lo que le falta» al término a, parallegar al promedio (a,+ax)/2, se lo proporciona
el término ay:

Ak

ai

a, ax ag-1 Ak

Una manera mds de mostrar este resultado es la siguiente: si sumamos los términos de la sucesion, desde
a, hasta ay, obtenemos:

Sy = ar+a+az+---+ag
Sk ar+(a+d)+(a+2d)+---+(a,+d(k—-1))

Pero como cada uno de los k términos contiene al término a;, podemos separar esta parte escribiendo:
Sk=k-a1+d-(1+24+3+--+(k—-1))

Ahora consideramos la suma: 14+2+3+---+(k — 1), la cual se conoce como la suma de Gauss, la cual se
estudia con detalle en la pagina 10. Usando la férmula de la suma de Gauss, obtenemos:

(k—-1)k

14243+ +(k—1)="—

Sustituyendo este resultado obtenemos:

Sk

ar+(@ai+d)+(a1+2d)+---+(a1+d(k-1))
(k-1k
2

k'd]‘l‘d'
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Ahora vemos que podemos factorizar el ntimero k:

Sy = k~a1+d~@
_ k-(zal_‘_i(k_l))
k.(al-‘r[d]-f-d(k—l)])
2

= k.(M)
2

Podemos generar una interpretacién geométrica de este resultado. En ella, la altura de cada rectdngulo
unitario serd de d unidades de altura.

—

—————————— ~-f--1---| a1+ ax
ar

as

a

T
=
4

Ahora observa la férmula para encontrar la serie:

ﬂ1+dk)

a1+(a1+d)+(a1+2d)+-~-+(a1+d(n—1)):k~( .

Encontramos la suma multiplicando el nimero de términos (k) por el promedio del primer y tltimo
términos. Geométricamente esto significa que tomamos la mitad, bien en forma de diagonal, como for-
mando escalones, o bien , dividiendo en dos el rectdngulo, exactamente a la mitad de la altura del mismo.

( SERIE ARITMETICA

Es la suma de varios términos consecutivos de una sucesion aritmética.

La férmula para encontrar la serie aritmética de los primeros n términos de la sucesion
definida por a,, d, es: Definicién 3

+an
Snzn(al an)
2

|\

Para encontrar la suma aritmética de los primeros n términos de una sucesién necesitamos conocer:
el nimero de términos que vamos a sumar (es decir, n), el primer término a; y el dltimo término que
queremos sumar a,.

Si conocemos a, y d es muy fécil calcular a,.

[ Calcula la suma de Gauss usando la férmula para la serie aritmética. Ejemplo 4
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e Sirecuerdas, Gauss calcul6 mentalmente la suma:
1+2+3+44+5+6+---+99+100
o En este caso, el primer término es: a; =1,
o ... la diferencia constante entre dos cualesquiera términos consecutivos es: d =1,y
e ... el tltimo término, es: ajgy = 100.
o Ahora sustituimos los valores en la formula:
n(a,+a
Sn — ( 1 n)
2
100(1+100)
8100 = - 5
2
_ 180x 101
= 50x101
= 5050
e Con lo que Gauss utiliz6 esta férmula, sin saberlo, tal vez.
Las series aritméticas, al igual que las sucesiones aritméticas, sirven para resolver problemas cotidianos.
El significado que tiene cada uno de los términos de la sucesiéon dependen del contexto del problema que
vamos a resolver.
En la construccion de una barda en forma de pirdmide para la exposicion Maya de el Foro
. Universal de las Culturas Monterrey 2008, se utilizaron 1200 piedras para la fila de la base,
Ejemplo 5

1150 para la fila que estaba encima, 1100 para la siguiente fila, y asi sucesivamente, hasta

que la fila de piedras mds alta utiliz6 500 piedras. ;Cudntas piedras se utilizaron en total?

e En este caso, cada fila utilizaba 50 piedras menos que la anterior, esto nos indica que la diferencia

es negativa e igual a: d = —50

e También se nos da a conocer el primer término, en este caso, el nimero de piedras de la fila de la

base de la barda, que es: a; =1200.

¢ No conocemos 7, pero si conocemos el valor de a,, es decir, el nimero de piedras de la fila de

piedras maés alta, en este caso, a,, =500

e a partir de esta informacién podemos empezar encontrando el valor de n:

an
500
500—-1200

—700
=700

-50
14

14+1

a+d(n-1)
1200—-50(n—1)
—50(n—1)
—50(n—1)
n—1 =
n—1

n=15
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e Esto nos dice que la barda tenia 15 filas de piedras.

e Ahora si podemos encontrar el niimero total de piedras que se utilizaron en la construcciéon de la

barda:
n(a;+a
Sn — ( 1 n)
2
S 15(1200+500) 15 x 1760
15 = =
2

= 15x850=12750

o Esdecir, se utilizaron, 12750 piedras en la construccién de esa barda en forma de piramide.

39

[ Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios. E]elriu;los
1) Dada la sucesion aritmética definida por: a; =7, d =5, encuentra aqp. 100 =502
2) Dada la sucesién aritmética definida por: a; =3, d =7, encuentra Syg. So0=1390

3) Encuentra la suma de los primeros 25 términos de la sucesion aritmética definida por: a; = 1100,
d=-15. So5 =23000

4) Encuentra la suma de los primeros 100 términos de la sucesion aritmética definda por: a; =12, d =5.
SIOO =25950

5) Encuentra la suma de los primeros 100 términos de la sucesion aritmética definida por: a, =17,d =
—b5. Sl()() =—-23050

6) Encuentra la suma de los primeros 90 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =6,d = 3.
Sg() = 12555

7) Encuentra la suma de los primeros 30 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =92,d =7.

8) Encuentrala suma de los primeros 30 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =43,d = —3.
S30=-—15

9) Encuentra la suma de los primeros 20 términos de la sucesion aritmética definida por: a; =61,d =1.
So0=1410

10) Encuentra la suma de los primeros 100 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =87,d =
—1. S100 =3750

11) Encuentra la suma de los primeros 40 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =90, d = 4.
840 =6720

12) Encuentrala suma de los primeros 90 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =35,d = —-9.
590 = —32895

13) Encuentra la suma de los primeros 90 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =5,d = 2.
Sg() = 8460

14) Encuentra la suma de los primeros 80 términos de la sucesion aritmética definida por: a; = 16,d = 2.
Sgo =7600
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15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

Introduccion al Algebra

Encuentra la suma de los primeros 80 términos de la sucesion aritmética definida por: a; =12,d =7.
Sgo =23080

Encuentra la suma de los primeros 40 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =56,d =11.
S40=10820

Encuentra la suma de los primeros 70 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =19,d =7.
870 =18235

Encuentra la suma de los primeros 70 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =43,d =1.
870 =5425

Encuentra la suma de los primeros 10 términos de la sucesion aritmética definida por: a; =96,d = —9.
SIO =555

Encuentra la suma de los primeros 60 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =95,d = —6.
S0 =—4920

Encuentra la suma de los primeros 70 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =49,d = —5.
870 = —8645

Encuentra la suma de los primeros 80 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =77,d = 4.
Sgo =18800

Encuentra la suma de los primeros 90 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =10,d =3.
Sgo =12915

Encuentra la suma de los primeros 20 términos de la sucesién aritmética definida por: a; =19,d = 10.
S20=2280

En un concierto se permiti6 la entrada al estadio por todas las puertas de acceso de manera gratuita.
Después de las 11:00 p.m. se permiti6 el acceso solamente con boleto, y entraban 300 personas por
minuto. Si alas 11:00 de la noche ya habia dentro del estado 1200 personas, y permitieron la entrada

hasta las 12:00 p.m. ;Cudntas personas asistieron a ese concierto? 19200 personas.
Un inversionista propone una utilidad del 2% inicial con un incremento del 0.05% anual. ;Cudntos
anos deben pasar para que tenga una utilidad del 3%? 21 afios.

El inicio de una cancién incrementa su volumen desde cero decibeles (db) hasta 75 db. Cada décima
parte de segundo aumenta 3 decibeles. ;Cuédntos segundos tarda en alcanzar el maximo volumen esa
cancion? 26 segundos.

Un editor de libros sabe que cada uno de los libros de fisica para secundaria tiene una masa de 1.35 kg.
La caja que los contiene para el envio tiene una masa de 2.5 kg. Escribe ay, d, a, y a»s sila sucesiéon
aritmética representa la masa de la caja con n libros. a¢y=2.5,d =1.35, a, =a¢+1.35n, as; =36.25.

En el ejercicio anterior, 3qué representa a,? La masa de la caja que contendréd a los libros.

El gas doméstico (L.P) ha incrementado su precio por kilogramo en $0.25 pesos cada mes. El precio de
hace un afo era de $6.75 pesos. ;Cudl es el precio actual? $9.50 pesos/kg.

Benjamin se someti6 a una dieta rigurosa que le permitié bajar 250 gramos por mes. Hace un afio y un
mes (25 meses), cuando empez6 la dieta, él pesaba 85 kg. ;Cuanto pesa actualmente? 79 kg.

Las siguientes columnas de blocks de 25 cm x 12.5 cm se hicieron en un local donde se realizaba una
construccion:
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;Cuénto suman los perimetros de las figuras asi formadas? 15 cm.

33) Calcula la longitud de estambre que se requiere para marcar en los bordes los primeros 10 tridngulos
de la siguiente figura:

donde L representa la longitud en centimetros del lado de cada tridngulo. (En esta figura se muestran
los primeros tres tridngulos.) 165 cm

Para los siguientes ejercicios, calcula el valor de S

a) Utilizando el método de Gauss. .
Comentario

b) Utilizando la férmula para la serie aritmética.

34) S= 252500.
S=5+7+9+---+1005

35) S= 142300.
§=15+22+29+---+1408

=22 () v (2) s (2) rorrsoo ()
=22 (2)ws (2)ea (2) 0o [2)

36) S= 62625.

37) S= 375375.
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Capitulo 2

Polinomios de una variable

Por aprender...

2.1. Propiedades de la igualdad
2.2. Problemas geométricos y algebraicos

2.2.1. Reglas de los exponentes
2.2.2. Operaciones con polinomios
2.2.3. Productos notables

2.2.4. Triangulo de Pascal

2.2.5. Factorizaciéon

2.2.6. Simplificacion de fracciones algebraicas (simples)

Por qué es importante...

En esta unidad estudiaremos los objetos matematicos que mas frecuentemente encontraremos en la
resolucion de problemas a lo largo del curso, asi como sus propiedades mas basicas.
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2.1 PROPIEDADES DE LA IGUALDAD

El 4lgebra es la rama de las mateméticas que se dedica al estudio de las propiedades de objetos matemati-
COs.

Un objeto matemadtico puede ser un ntimero, una ecuacion, un vector, etc.

Por ejemplo, para el dlgebra de los niimeros, tenemos un conjunto de objetos, en este caso, los nimeros,
y el dlgebra lo que hard es buscar y encontrar todas las propiedades de ese conjunto de ntimeros.

Laigualdad es una relacién que se define entre niimeros.

Las tres propiedades mds importantes de la igualdad se resumen en una estructura matematica que se
conoce como relacién de equivalencia.

-

RELACION DE EQUIVALENCIA
La relacion de equivalencia se define con las siguientes propiedades:

Reflexiva: a =a.
Ejemplo: 5 =5.

. . Definici6n 4
Simétrica: Sia =Db, entonces,b=a.

Ejemplo: Si x =2, entonces, 2=x.

Transitiva: Sia=>b, yb = c, entonces, a =c.
Ejemplo: Six =2, y2 =w, entonces, x = w.

|\

Las propiedades de la igualdad nos ayudan a justificar los métodos que usaremos para resolver proble-
mas.

Por ejemplo, la propiedad reflexiva en palabras dice: «un niimero siempre es igual a si mismo». En un
contexto familiar, podemos decir: yo siempre tengo mi propia edad.

La propiedad simétrica en palabras dice: «Si un ntimero es igual a otro, el segundo debe ser igual al
primero». En el mismo contexto, podemos decir: Si Alicia tiene la misma edad que Berenice, entonces
Berenice tiene Ia misma edad que Alicia.

La propiedad transitiva en palabras dice: «Si un primer niimero es igual a otro segundo niimero, y ademads,
el segundo ntimero es igual a otro tercer niimero, entonces €l tercer nitimero y el primer niimero deben
ser iguales». En el contexto de las edades esto se aplica asi: Si Alicia tiene la misma edad que Berenice, y
Berenice tiene la misma edad que Claudia, entonces, Alicia y Claudia tienen la misma edad.

Sin embargo, esas propiedades no son todas las que posee la igualdad.
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Definicion 5

PROPIEDADES DE LA IGUALDAD
Ademads de las propiedades que se mencionan en la relacion de equivalencia, la igualdad
presenta las siguientes:

Paralasuma: Sia =>b, entonces,a+c=b+c.
Ejemplo: Si x =5, entonces, x +3=5++3.

Paralaresta: Sia=D>b, entonces,a—c=>b—c.
Ejemplo: Si x =5, entonces, x —3=5—3.

Para la multiplicacién: Sia =b, entonces,ac=Dbc.
Ejemplo: Si x =5, entonces, 7x =(7)(5).

a b
Parala divisi6on: Sia = b, entonces, — = —. (c#0)
c _c

N o

X
Ejemplo: Si x =5, entonces, o=

Parala potencia: Sia =Db, entonces, a" =b".
Ejemplo: Si x =5, entonces, x> =52.

Paralaraiz: Sia=>b, entonces, \/a= VD.
Ejemplo: Si x =5, entonces, /x = /5.

La propiedad para la suma, nos dice en palabras que al sumar un mismo niimero en ambos lados
de una igualdad, obtenemos una nueva igualdad valida.

La propiedad para la resta, nos dice que al restar un mismo niimero en ambos lados de una igual-
dad, obtenemos otra igualdad vélida.

La propiedad para la multiplicacién, nos dice en palabras que si multiplicamos ambos lados de la
igualdad por un nimero real, obtenemos otra nueva igualdad valida.

La propiedad para la division, nos dice que si dividimos ambos lados de la igualdad por un niimero
real (distinto de cero), obtenemos otra nueva igualdad vélida.

La propiedad de la igualdad para la potencia indica que, si elevamos a la misma potencia ambos
lados de una igualdad, ésta se sigue cumpliendo.

La propiedad de la igualdad para la raiz nos dice que si calculamos la raiz n-ésima en ambos la-
dos de una igualdad (si esta operacion es posible de realizar), la igualdad sigue siendo vélida. Por
ejemplo puede ocurrir que obtengas:

3x+1=-5

y desees calcular la raiz cuadrada en ambos lados de la igualdad. En este caso NO podemos aplicar
esa propiedad, porque no es posible calcular la raiz cuadrada de —5 (por ahoral).

Para puedas entender mejor lo anterior, tenemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6 Identifica la propiedad que se ilustra en cada caso. ]
o Six=y,entonces, X +2 =Y 2. .. ... parala suma
o Sia=4,entonces, A +2=44 2 . .. ... .. para la suma

1Al final del curso sabrds cémo calcularla.
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@ Si?m =06, Nt0NCES, 2 M =26 ... para la mult
O SiU=VYVU=W, NL0NCES, U = W . ..ottt ittt e transitiva
e Sip=1l+g,entonces, p—11=114+qg—11...... ... .. .. .. ..., para la resta
. 2m r .
e Si2m =r, entonces, - = DT para la div
Este tema es muy importante y también muy sencillo.
Probablemente, ya conocias todas las propiedades que se mencionaron, porque son muy evidentes.
En la siguiente solucién de la ecuacién 2x + 5 = 21, indica la propiedad de la igualdad que .
e o Ejemplo 7
se utilizo.
o Escribe a la izquierda la propiedad utilizada.
L T e paralaresta
e 2x=16
2x 16
O parala div
2 2
e x=8
e No te preocupes por entender los pasos que se dieron para la solucién de la ecuacién
anterior.
e Por ahora debes concentrarte en reconocer cada una de las propiedades de la igualdad.
Las propiedades de la igualdad se utilizardn en la mayoria de los procedimientos que utilizaremos para
resolver ecuaciones y otros problemas relacionados con dlgebra, por ejemplo, el despeje.
El siguiente procedimiento se conoce como un despeje. En este caso se despeja la variable
vy dela férmula:
gz YTl Ejemplo 8

t
Indica en cada paso la propiedad de la igualdad que se esté aplicando.

e Escribe ala derecha de las ecuaciones que tienen puntos la propiedad que corresponde.
VF—U;
e = f !
t
l/f — Vi
e a-t= ; e para la mult

e a-t=vr—v;
O AT+ Ui =UF—UiF Ui oot para la suma
s a-t+v,=vy

L R A e transitiva
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o Como puedes ver, el despeje puede justificarse con las propiedades de la igualdad.
e No te preocupes por entender el despeje por ahora.

e Por ahora, solamente debes concentrar tu aprendizaje en las propiedades de la igualdad.

Ejemplo 9 Indica en cada paso del siguiente despeje la propiedad de la igualdad que se estd aplicando. J

e Escribe a la derecha la propiedad que corresponde a cada paso del despeje:

my-mo

.F:G r2

. F-rZ:G-($)-r2 .............................................................. para la mult

e F-r2=G-m;-my

F'rZ_G-ml-mz

O parala div
F F
2 G-ml-mg
® If=—
F
G-mi-m
o \r2= % .................................................................... para la raiz

G-m1~m2
e = _—
\ F

o Concéntrate solamente en las propiedades de la igualdad.

e Lo demads lo aprenderds més adelante.

En realidad, las propiedades de la igualdad y de los nimeros sirven para justificar por qué utilizamos los
procedimientos que usamos en dlgebra y al entenderlos, podrés ver mds aya de las letras escritas en este
material, pues entenderds por qué podemos realizar una operacién en un procedimiento.

Por ahora, debes entender como podemos modificar expresiones que estdn igualadas.
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2.2 PROBLEMAS GEOMETRICOS Y ALGEBRAICOS

Aqui empezamos a estudiar los conceptos que més vamos a utilizar en los cursos de mateméticas.

Los temas de esta unidad son los conceptos de dlgebra que no debes olvidar.

2.2.1 REGLAS DE LOS EXPONENTES

En el édlgebra, uno de los temas que mds utilizaremos para simplificar expresiones algebraicas son las
reglas de los exponentes.

[ LEVES DE LOS EXPONENTES
Ley Ejemplo

@ a™-a"=qagmtn (@) x5-x3=x53=x8

(ii) ‘;—m =a™" (i) Z—j =q"'=q°

(ifi) im =a" (ii) 1, -

a 5 Definicién 1

(iv) a’=1 (a #0) (iv) 19°=1

W) (am)yt=a™" V) (m3P=m35=m?15

(i) (a-b)"=a™-b™ i) (u-v)=u’v7

o ()" 24" o (x)_x®
 (5) =i o (7) =5

(.

;Por qué x5 - x3 = x5+3 = x8?

Primero debemos recordar qué significa x3. El nimero 3 que estd en el superindice de la literal x nos
indica que debemos multiplicar al nimero x por si mismo 3 veces.

De manera semejante, la expresion: x° nos indica que debemos multiplicar el nimero x por si mismo 5

veces. Entonces, al multiplicar:
X x=(x-xx)(x-x-x-Xxx)
N ——"

3 factores 5 factores

Y en total terminamos multiplicando 8 veces el nimero x, por eso debemos sumar los exponentes:

De manera semejante podemos justificar las demads leyes de los exponentes.

Por ejemplo, si consideramos el ejemplo dado para la segunda ley, tenemos:

lo que pasa es que en realidad tenemos:

9°=q-9-9-9-9-q-9-q-q  ytambién, g'=q-q-q-q
——

9 factores 4 factores
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por eso:

9°_49-9-9-9-9-9-9-9-9

q* q-q4-q-q
Delas 9 g’s que aparecen en el numerador de la fraccién, 4 de esas se «cancelan» con las que aparecen en
el denominador:

©

q* a-d4-4-4
_ q-9-9-9-q
1
= q5
y por eso debemos restar los exponentes.
Considera ahora el caso cuando tenemos:
a’
F a # 0

En este caso, si aplicamos la segunda ley de los exponentes, obtenemos:

(14
E =a =a
Pero si a # 0, debemos poder hacer la divisién. Por ejemplo, supongamos que a = 2. Entonces, a* =24 =
16. Y al sustituir este valor en la expresién anterior obtenemos:

a* 2% 16

—_—_—zlzao
a* 2% 16

Esta es la cuarta ley de los exponentes?.

Para deducir la tercera ley de los exponentes, consideramos el caso cuando el exponente del denominador
es mayor que el exponente del numerador. Por ejemplo:
a’
—=a""=a
PE
Pero si desarrollamos la expresion de acuerdo a la definiciéon de potencia (como multiplicaciones abrevi-
adas), obtenemos:

a* lra-a-a-a

@  a-aaaaaaaa
_ V.a-a a a
- A A-a-a-a-a-a

5 factores
_ 1
" a-a-a-a-a
_ 1
ab
Pero ambos resultados son equivalentes. Es decir,

Asi hemos obtenido la tercera ley de los exponentes.

2Por la propiedad de transitividad de la igualdad, 1=a® = a%=1.
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Debes observar que en realidad, la cuarta ley es un caso especial de la tercera ley de los exponentes.
Para justificar la quinta ley de los exponentes, basta aplicar la primera ley de los exponentes varias veces.

Por ejemplo, en el siguiente caso:
a\3_ 4 4 a4
(x) =x"-x"x

Y ahora podemos aplicar la primera ley de los exponentes que nos dice: «cuando dos factores tengan Ia
misma base, suma los exponentes para encontrar el resultado». En este caso debemos sumar: 4+4+4 =
3x4=12.

Observa que se repite el sumando 4 un total de 3 veces. Por eso podemos multiplicar los exponentes al
aplicar la segunda ley:

3
(x4) —xhoxt = B = 12

Las siguientes (y tltimas) dos leyes son muy sencillas de justificar. Para esto simplemente aplicamos la
definicién de potencia. Por ejemplo,

GaX=06a)-(5a)-(5a)=5-5-5-a-a-a=>5"-a°

De manera semejante, para la dltima ley, tenemos:

e GHEHE)- 222

Muchas de las expresiones mds complejas y dificiles que te puedes imaginar, pueden facilmente simpli-
ficarse a través de las reglas de los exponentes y otras herramientas algebraicas que aprenderemos més
adelante.

No importa qué tan compleja se vea una expresion, es casi seguro que hay alguna forma de expresarla de
una manera equivalente, pero mucho mas sencilla.

El procedimiento que se utiliza en esas expresiones muy complejas es exactamente el mismo que se utiliza
con los ejemplos que se dan en la definicién.

Evidentemente, algunas veces tendremos que aplicar varias reglas de los exponentes simultdneamente, o
algunas otras propiedades de las expresiones algebraicas.

Simplifica:
(t5 3 37)2 _ Ejemplo 1

¢ En este caso, basta aplicar la ley (v) de los exponentes:

(t5 .3 57)2 _ 5232472
— 10,614
Simplifica:
25
Y Ejemplo 2
x3y
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o Empezamos aplicando la ley (ii) de los exponentes:

21,5
X2y _ 2-3_5-1
3 = Xy
Xy
_ x71y4
4
_r
X

En el dlgebra, como en cualquier otra cosa, aprendes mejor las reglas mientras mads las practiques.

Asi que la recomendacion es que trates de justificar cada paso de la soluciéon de cada ejemplo para que
comprendas por qué se realiza de esa manera.

Es muy recomendable que resuelvas todos los ejercicios de tarea que se incluyen al final de cada tema
para que adquieras destreza en la resolucién de los mismos.

Simplifica:

-1 5 7,6
Ejemplo 3 m nmw _
m’v=Sw

o En este caso empezamos convirtiendo todos los exponentes negativos en positivos, aplicando la ley
(iii):

m-1ndSws n® wb nbé

m’nSw m’wm
n5+6 wﬁfl

m7+1

nll wd

mb

Simplifica:

ab?c2\?3
E]emplo 4 (W) =

En este caso, tenemos que aplicar simultdneamente varias leyes.

o Empezamos simplificando la fraccién que estd dentro de los paréntesis:
417 0127\3
a'b’c _ (a4‘7 p7-5 612—8)3
a’b5c?

(a_3 b2 (:4)3

Ahora expresamos todos los exponentes negativos como positivos aplicando la ley (iii):
2,40\ 3
3,0 43 _ [Db%c
(a b*c ) = ( p )
Finalmente, vamos a aplicar las leyes (v) y (vii)

b2ci\3  p23ca3 pbol2

ad33 ad
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o Entonces,

3
a4 b7 012 bG Cl2
a’ b5 ¢t a’®

;Observas qué diferente se ven las dos expresiones, a pesar de que se trata de la misma?

Simplifica:

x5y7 Z7x3
( 22 )( Iz ) Ejemplo 5

e Primero debemos multiplicar ambos factores y después simplificamos, aplicando las leyes de los
exponentes en ambos casos:

x5y7Y (27x3 (x3y7) (27x3)
22 )yt (%) (v*)
x5H3y7. 27
ZZyh
= xByTigT2

= xPy3zS

X5y7Y [ 27x3
() (55)=re

o Identifica qué ley de los exponentes se aplicé en cada caso.

e Entonces,

Algunas veces se requerird aplicar la ley distributiva, como en el siguiente caso:

Desarrolla el siguiente producto:
7x3%- (3x2 +5x5) Ejemplo 6

Primero recordamos la ley distributiva para los nameros reales:

a-(b+c)=a-b+a-c

Ahora aplicamos esta misma ley a la expresién que queremos desarrollar:

7x3-(3x2+5x5) = (7x3) (3x2)+(7x3) (st)
= 21x°"2 435530
21x°+35x8

Observa que empezamos multiplicando los ntimeros conocidos y después multiplicamos las lit-
erales, aplicando las leyes de los exponentes.

Entonces, al desarrollar, obtenemos:

7x3. (3x2+5x5) =21x°+35x8
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Las leyes de los exponentes pueden generalizarse para incluir también a los radicales.

El siguiente ejemplo sugiere esta generalizacion.

Considerando que:

VixVa = 4
) VIxV9 =
Al JIExVIE = 25

Justifica por qué yx = x1/2

e Dados los ejemplos, sabemos que si multiplicamos v/x - /X =x
e Ahora suponemos que v/x = x¥,

e Lo que deseamos determinar es el valor de k.

o Para eso, vamos a utilizar las leyes de los exponentes.

e En particular, usaremos la primera ley de los exponentes:

VX VT = xk gk = ktk = 2k

e Pero ya sabemos que v/x - /x = x1, entonces,

e Y para que se cumpla la igualdad se requiere que 2 k = 1.

o Esta tiltima igualdad nos dice: «pensé un niimero, lo multipliqué por 2 y obtuve como resultado 1.
;Qué numero pensé®

1
¢ Obviamente pensé 3 Entonces,

y VX = x1/2, supuesto que sea posible calcular la raiz del nimero x.

Entonces, podemos considerar a los radicales como exponentes fraccionarios.

También podemos utilizar el procedimiento anterior para mostrar que /x = x1/3, ¥/x = x1/4, etc. Y como

los radicales son exponentes, podemos aplicarles las leyes de los exponentes.

En otras palabras, las leyes de los exponentes también se aplican a los radicales.

Simplifica la siguiente expresion:

Ejemplo 8 4 /xsylzzzo

e Para empezar, ya sabemos que ya = al/4.
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o Entonces, en lugar de escribir el signo de radical, podemos escribir en su lugar el exponente 1/4.
4 /xgylgzg() — (xsylzzzo) 1/4

e Ahora podemos aplicar las leyes (V) y (vi) de los exponentes:

x8y12; y12/4Z20/4
_ x2y3z5

( 8,12 20)1/4 — 8

e Entonces, al simplificar, obtenemos:

4 /xsylzzzo =x%y32°

Simplifica:
43,7411
gpmnwe Ejemplo 9
w?n*m

¢ De nuevo, empezamos convirtiendo el signo radical en un exponente fraccionario:

L mAn7wil mén?whl 1/3
V wentm w?n*m

Ahora podemos aplicar las leyes de los exponentes.

Empezamos simplificando lo que estd dentro de los paréntesis:

4,711 1/3

m*n‘w _ _ _2\1/3

o — (m4 1, 74,11 2)
wen*m

(m3n3w9)1/3

Y finalmente podemos aplicar las leyes (v) y (vi) de los exponentes:

1/3
(m3n3w9) — B3B38
— m'n'wd
= mnuw®
e Por tanto,
[ mAn7wh s
oi,,, mnw
w n*m

Pero no siempre tendremos una solucién asi, de forma que todos los factores queden sin signo de radical.
Algunas veces tendremos en el resultado signos de radical. Esto ocurrird cuando uno de los exponentes
del argumento del radical no sean multiplos del indice del radical.

El siguiente ejemplo muestra uno de esos casos.

Simplifica:

Vulvswl Ejemplo 10
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Empezamos escribiendo el signo de radical como un exponente fraccionario:
4 1/4
Vulvbw! = (u7v6w“)

Ahora aplicamos las leyes de los exponentes:

y /464, 11/4

Lo tinico que podemos hacer es expresar las fracciones impropias (las que tienen un cociente mayor
a 1), que aparecen en los exponentes como suma de un entero mds una fracciéon propia (con co-
ciente menor a 1).

Por ejemplo, la fraccién:
7_4.3_,.3
44 4 4

Lo que nos permite escribir:
u7/4 — u1+(3/4) — ul . u3/4

Ahora aplicamos este principio a todos los factores del resultado:

WAy A L34 0 2/ 2 8/
R /LN Y/ S S 7.

2/4 . 3/4

= uvw? u¥t ¥t w

Pero ya sabemos que un exponente fraccionario en realidad representa un radical, con lo que pode-
mos reescribir la expresion de una manera equivalente como sigue:

4
uvw? udt vt it =y v w? -V ud v wd

Entonces,

4 4
Vulvbw'=uvw? Vud-v?-wd
O de manera semejante, sin escribir radicales en el resultado:

4
WS wll = g v w? - udlt. ph. 34

Ejercicios 2.2.1

Simplifica cada una de las siguientes expresiones algebraicas aplicando las leyes de los ex-
ponentes. Expresa todos los exponentes positivos.

1) x5-x7-x"12= 1
méndq’ ns
mi2 pigh = miqt
13 u v? 1
usv7? tfutvd
2
a*b> ¢ b2t
abb*c? a*
x0y2z3 )’ 1
x11y9z6 - x14y49 Zz21
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—10Z12
X~ 10 2712
x—8y10z4 )

11y 4710
Xy —1oz
x7yl2g
y-12713
X535

X y11Z13
x —llzll

x4y 1026

X~ 74 13
y=5213

x7y4z9

xl —4zl3

x 10138

x5y 9z4

x9y528

(P
(s
(e
(S
(e
(e
(e
(P
(o
(;illy-fi)
(o
=
(Fa
(
(e
(Fem
=
(e
(

6)
7)

8)

10)
11)
12)
13)

14)

x! —12Z11
16) X~ 10 8 )_
x4y3z15
17) y 12 9)
X~ y z

18) x—13 13,9

X yIZZ3 )

x4 73Z
19) x—13y 213)

x3y—229
X2y 143

x—8y13Z14 )

x—lZ —7 12

20)
21)

—2,,-9,15
22) x2y9z )_

x5y8z9

23)

x8y5z5
xby—8z11
x15y‘225)

24) x—15y626

x7y7z5
= ()=
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x15y712

x719y14 Z76

x~ty~22 g4

x71y79z4

x23y9z

x14y-14 72

x—5y4 z-1

x19y722z3

x6y79Z6

xlBy—l z—6

x—] y—ll Z—7

x5y12 z6

x4y2022

6

x77y717 z

y13 z—6
x30y—8 z~1

x714y12 Z710
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26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

www.aprendematematicas.org.mx

Polinomios de una variable
x6 y 19 Z72

X3 y5 Z77

9,22 ,4

xdy*z

xtylz3

x—Gy—ZG z4

x32 y34 z—10

x30 y26 Z72

x50y22 Z—12

x4y—18 z6

x724 y48 ZG

x6 y760 Z30

x24y4Z10

y44 z10

x22y718 Z720

x24 y -3 Z33

x72 y48 z12

x734y742 Z2
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x10y3z9 2
43) X 6y146 =
x‘sy‘7z4 4
46) (x—Sy—l4Zl4) =
x—109-8,8Y 2
47) ( —7y—6 8) =
X'y~ *z
xlly—IIZIS 5
48) X6y g2 =
x79y5Z13 3
49) (x3yzzll) =
X Sy—13Z8 2
50) X 123215 =
x—13y577 2
51) ( ZJE/i 8 ) =
x°y°z
x“y“‘z‘* 3
52) XAy 811 =
x*uy*13z4 2
53) x3y6z11 =
x2y9z11 4
9 () -
x13y-77313
55) ( —zy—s 4) =
X"y z
Xy 7zl xtybz12 3
56) x—ly—llzl3 x3y3z4 -
xy~1z12 x10y9 3
57) x4y9z7 y8Z7 -
x—12;8 y12z12
58) 20 ) \ x2yizz2 =
x~3y6 xty92z3
9 (X‘3y13) (x4yz5 ) B
x~ly—226 x12y7 3
60) yzzlz x2y3z4 -
x~5y~5z13 xldy12z12 3
61) xfsyszls xy14z11 -
x~6y—825 xl4yliz13
62) X 2yz° xybz13 =

x—8y5Z13 x5y6z
63) ( x2y8z7 )(xzy%) N
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x32y722 ZG

x4 y28 Z740

x 6y~

x25y735 Z5

x—36y9 z6

x14y730 Z714

x—SOy—Z z72

x21 y12 Z721

x—SOy—38 z—14

x—24y68Z12

x45y76 Z73

x11y7Z6

x7y—9 z2

x*myfl Z71

yz—?

x9 Z710

x11y=107

xdyz*

x77y72 ZG
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64)

65)

66)

67)

68)

69)

70)

71)

72)

73)

74)

75)

76)
77)
78)
79)
80)
81)
82)
83)
84)
85)

86)

x—lyﬁz x14y6213

xyz“ X y9z12
x10y=3829 x10y7z14
) (o )

xy4212 X y13zls

() (s )-

x—5z11 X y13
x74y76Z13) (x y6z )

x2y2z4

x—Zy—9zl4 X ylzz
x—lS X y 2,2

x X y z5
xlOy z4
xiytz )

x13 —2Z6 x“yzw

6 11

x‘4y13zm X y 657

13Z2

x—6y—3 x9y12 B
xzy—4z4 y12Z13 -

x4y =929
Xy 11 213

x12y329 xTyliz12 B
x2y—9z2 x3y10z4 -
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x10y2Z72
xlSy—8 ZG

x4y8 Z9
x5y13 Z711
x2y~15z-13
x717y710Z711
x—9y—18 Z—l
x27y72Z2
xSy—3 Z13

xyz V7
x13y77 Z74
x18y13 Z15

x1y3z3,/xz
xy2223/x%y 2z
x8y7z% /Xyz
x3y4z4W
x5y5z7W
x‘Wz‘*W
xyzz"\/m
x5y 4/x3y2
xyz3i/y6z2
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87) 3/x0yl6z
88) 3/yl9z°=
89) i/x19y15z!

90) 3/x12y17z11 =

xaysza_
o) xzyzzs_
02 § x10y4z3
xy8
x13y5z3_
93) x2y12z3_
x8y4
94) X2y Z1L =
x1210713
95) x4ywzz -
x13y6z
96) yizlt =
. x7y13z13
97) x3yliz10
o) § xy2z°
x3y11z5
x2z3
99) x2y7z10
y7
100) { x3y10z14
y8z4_
101) 3 x2y7_
xBy 118
5
102) x3y1226
103 x8y 1023
xy%z
L [x1y5z4
104) o
IE
105) § x4y12Z14_
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X3y528 XY Z
yizify
xzyzzW
x2y3zz‘r{/xzy—zz

2
XYz Jy
323

1

y
x> [x
==
y y

3

Xy |y
z° V z
x4z°%/z
x8y [x
z% ¥ z

1,1
y v xty®

1 1
y3z3\ xyz

22
y
x {/x2y z?

X%z, [x?

1 .1
xyzt V xz?
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106) . x8ySle -
) — = XVz2°XV 2
2 y 2 yYxy
x5y822 B xy [y
107) x3y5213_ P
x7y12zl4 5
108) : m: XV Z2

y ez
109) { < e
xy%z y3Vx
10y 3 SYE XX
xy11Z14 y2Z3 y2Z

2.2.2 OPERACIONES CON POLINOMIOS

Los polinomios son una generalizacién de nuestro sistema de numeracién.

Cuando escribimos un niamero, por ejemplo, 2354, queremos decir:

2354

2000+ 300+ 50+ 4
= (2)(1000)+(3)(100)+(5)(10)+4
(2)(10°)+(3)(10%)+(5)(10") + (4)(10%)

Ahora, en lugar de utilizar nuestra base decimal, es decir, 10, utilizamos un niimero x cualquiera:
(2)(10*)+(3)(10%) +(5)(10") +(4)(10°) —  2x°43x*+5x+4

que en este caso tendremos un ntmero en la base x, no en base decimal.

PorLinoMIO
Es una expresion algebraica de la forma:

L An X"+ a1 x" T+ tasxP+ax®+ac+ag
Definicién 1
Donde los coeficientes a,,an-1,-, as, az, a1, ap son nimeros reales y los exponentes n, n —
1,--+,3,2,1 son niimeros enteros.
El grado del polinomio es el niimero n.

[ Ejemplo 1 Los siguientes son polinomios:
e x+1
o x24+x+1

o V2x4—5x3—12x2+x—1

x> x*
e __ 1
5 4
xz+lx+1
o = z z
2 3 4
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Observa que los coeficientes pueden ser fracciones o inclusive nimeros irracionales, pero los exponentes
necesariamente deben ser niimeros enteros.

Existe un lenguaje especifico de los polinomios que consiste en el nombre que se asigna a cada uno,
dependiendo del niimero de términos que contenga.

~
CLASIFICACION DE POLINOMIOS

Monomio: Es un polinomio que tiene solamente un término.
Ejemplo: 3 x?

. . . . , L . Definicién 2
Binomio: Es un polinomio que tiene exactamente dos términos no semejantes.

Ejemplo: a® — b?

Trinomio: Es un polinomio que tiene exactamente tres términos no semejantes.
Ejemplo: x> +2x+1

(.

Como los polinomios son una generalizaciéon de los ntimeros, las operaciones con polinomios se realizan
utilizando los mismos procedimientos que con los nimeros.

Calcula la siguiente suma:

Ejemplo 2
(x24+5x—3)+(2x2—7x+12)=

e Podemos considerar al coeficiente del término que contiene a x> como el digito de las centenas en
los polinomios.

¢ De manera semejante, podemos considerar al término que contiene a x como el digito de las dece-
nas en los polinomios.

¢ Finalmente, podemos considerar al término que no contiene a x como el digito de las unidades.

e Cuando realizamos operaciones con nimeros sumamos unidades con unidades, decenas con de-
cenas, centenas con centenas, etc.

e Dela misma manera realizaremos la suma con los polinomios:

(x> +5x—3)+(2x>—7x+12)=3x2>-2x+9

e Siobservas, sumamos por separado:

«Centenas»:  x*+2x*> = 3x?
«Decenas»: 5x—7x = -—-2x
«Unidades»: -34+12 = 9

e Y finalmente escribimos el resultado.

e Decimos que sumamos los términos que son semejantes.

Debes observar que no podemos sumar un término que tiene a x? con otro que tiene a x, porque es
como si estuvieramos sumando centenas con decenas... el error consistiria en que no acomodamos los
nuameros correctamente alineados con respecto al punto decimal.
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El maestro te corrigiria diciendo: estds sumando dos términos que no son semejantes, y siempre debe-
mos sumar téminos semejantes...

Definicién 3

TERMINOS SEMEJANTES
Dos o mds términos son semejantes si son monomios que tienen las mismas literales y cada
una del mismo grado, es decir, tienen el mismo exponente en su literal respectivo.

Realizar una resta de polinomios es lo mismo que realizar una suma, porque restar significa sumar un
ndmero negativo.

Pero para poder realizar correctamente una resta de polinomios, primero debemos aplicar las leyes de los
signos, multiplicando por el signo negativo que esta antes del segundo polinomio.

Asi que, solamente como recordatorio, se da la siguiente definicion.

Definicién 4

LEYES DE LOS SIGNOS
Las leyes de los signos son las siguientes:

o +-4=1+ (mds por mds es mas)
o +.—=— (mds por menos es menos)
o — f=— (menos por mds es menos)
o — —=+ (menos por menos es mas)

Ejemplo 3

Calcula la siguiente resta de polinomios:

(7x243x—-1)—(2x*—1x+2)=

Aqui debemos aplicar las leyes de los signos primero: vamos a multiplicar por el signo negativo que
estd a la izquierda del segundo polinomio todos los términos de él:

—2x*-1x+2)=-2x*+1x-2

Ahora procedemos como en el caso de la suma de polinomios, sumando términos semejantes...
7x*+3x—1-2x>+1x—-2=5x*+4x-3

Entonces,
(7x24+3x—1)—(2x2—1x+2)=5x24+4x—3

La multiplicacién de los polinomios requiere de la aplicacion de las reglas de los exponentes.

Empezamos con la multiplicacién de un monomio por un polinomio.

Ejemplo 4

Calcula:
(3x2) (2+5x +x2) =

Empezamos recordando que, de acuerdo a la ley distributiva, el monomio 3 x2 tiene que multipli-
carse por todos los términos del polinomio 2+ 5 x + x2.

Entonces podemos ver que se trata solamente de varias multiplicaciones de un monomio por otro
monomio... y esto es algo que ya sabemos hacer.
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No olvides aplicar la primera ley de los exponentes...

Empezamos: (3x2)(2)=6x2

(3x?)(5x)=15x°
(3x?) (x?2)=3x*

Ahora, el resultado es, de acuerdo a la ley distributiva, igual a la suma de todos los productos de
monomios que ya encontramos,

Entonces:

(3x2) (2+5x+x2) =6x2+15x%+3x*

Ahora la multiplicacién de un binomio por un polinomio.

El procedimiento para calcular el siguiente producto es, en esencia, el mismo que el del ejemplo ante-
rior, salvo por una pequena diferencia: aqui debemos aplicar dos veces la ley distributiva, una por cada
término del binomio.

Asi que no debes espantarte por ver muchos términos en cada uno de los polinomios que se estd multi-
plicando: siempre aplicamos el mismo procedimiento: aplicamos la ley distributiva para cada uno de los
términos del primer polinomio, multiplicando por todos los términos del segundo polinomio.

Al final, simplificamos sumando términos semejantes y asi obtenemos el resultado de esa multiplicacion.

Multiplica:
(2—x) (7—2x+3x2) = Ejemplo 5

e Empezamos multiplicando el primer término del primer polinomio (2 — x) por el segundo poli-
nomio:

o (2)(7-2x+3x2)=14—4x+6x2
e Ahora multiplicamos el segundo término del primer polinomio por el segundo polinomio:
o (—x)(7—2x+3x%)=-7x+14x>-3x3

e Ahora sumamos los términos semejantes para formar un polinomio, que serd el resultado de nues-
tra multiplicacién:

(14—4x+6x2) + (—7x+ 14 x? —3x3) =14—-11x+20x2-3x3

e Entonces,
2-x)(7-2x+3x") =14—1x+20x* -3x°

e Con lo que hemos terminado.

Antes de continuar con la divisién de un polinomio entre un binomio, recordaremos el procedimiento
para realizar la divisién entre nimeros.

Consideremos, por ejemplo, la siguiente division:

12 331
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Para realizar esta operacién empezamos buscando un ntimero que multiplicado por 12 sea igual a 33, o
un poco menor. Ese ntimero es 2, porque 2 x 12 =24.

Escribimos 2 “arriba de la casita’ y 24 debajo del nimero 33:

2
12 331
24

Lo siguiente consiste en cambiar de signo al nimero 24 y hacer la suma de los nimeros 33 y —24:

Ahora “bajamos” el nimero 1 (del 331) y volvemos a buscar un nimero que multiplicado por 12 sea igual
a 91 o un poco menos. Ese numero es 7, porque 12 x 7 =84.

De nuevo, tenemos que cambiar el signo del 84 cuando lo escribamos debajo del 91:

27
12 331
—24
91
—84
7

Entonces, el resultado de dividir 331 entre 12 es igual a 27 enteros y 7/12.

Observa que el residuo de la divisién (7) se dividi6é entre 12 (el divisor), porque todavia no lo habiamos
dividido (todavia estaba adentro de “Ia casita”).

Exactamente el mismo procedimiento es el que seguiremos cuando hagamos una divisién entre poli-
nomios.

Calcula:

Ejemplo 6 (x2—3x—10)=(x+2)=

¢ Empezamos identificando el dividendo y el divisor:

Dividendo: x2—-3x—10

Divisor: x+2

e Ahora los colocamos en “la casita”’ para hacer la division:

x+2 | x*-3x-10
e Ahora buscamos una expresion que multiplicada por x nos de igual a x2. Esa expresion es: x.

X
x+2 | x*-3x-10
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e Ahora, vamos a multiplicar la expresién que acabamos de encontrar por x + 2. Igual que en el caso
de la divisién con ntimeros, al resultado le vamos a cambiar el signo y después hacemos la suma

algebraica.
X
x+2 | x*-3x-10
—xZ—-2x

—5x
e Ahora bajamos el nimero —10 del divisor.

o Aligual que en el caso de la divisién con niimeros, buscamos una expresién que multiplicada por x
nos dé igual a: —5x

e En este caso, la expresiéon que buscamos es un nimero: —5
e Ahora multiplicamos este ntimero por x + 2 y el resultado lo escribimos debajo del dltimo renglén.
e Recuerda que debemos cambiar el signo al resultado de la multiplicacion.

o Después debemos realizar la suma...

x—5
x+2 | x2-3x-10
—xZ—2x
54— 10
5%+ 10
0x+0
e Entonces,
x2-3x-10
(x*>-3x-10)+(x+2)=—""——"=x-5
x+2

e Una manera de comprobar que el resultado de la divisién es correcto consiste en multiplicar el
divisor por el cociente y sumar el residuo. Debemos obtener como resultado el dividendo.

e Para que quede mads claro, considera: 33112 = 27 +(7/12). Para comprobar que el resultado es
correcto hacemos: 27 x 1247 =331

¢ Ahora aplicamos este mismo principio a la divisién entre polinomios:

(x+2)-(x—5)=x>-3x—-10

Si se te llega a olvidar como realizar una operacién con polinomios, basta recordar como realizas esa
operacion con niimeros.

Exactamente el mismo procedimiento es el que vas a utilizar con los polinomios. Esto gracias a que los
polinomios en realidad representan niimeros, y como tales deben ser tratados.

Podemos simplificar el procedimiento que utilizamos cuando realizamos la divisién de un polinomio
entre un binomio. Para esto vamos a observar los siguientes arreglos:

x—5
xX+2 | x2—3x—10

= S
—5x — 1
55+ 10 == lol]
0x+0
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Observa que los coeficientes del dividendo estdn en el primer rengl6n. El niimero —2 que estd a la derecha
de la linea vertical representa el término independiente de x + 2, pero le cambiamos el signo.

Para empezar con esta divisién (sintética) entre los polinomios, bajamos el primer coeficiente del primer
renglén hasta el tercer renglén:
1 -3 -10| -2

1

Ahora multiplicamos —2 por 1, y obtenemos —2. Este nimero lo escribimos en el segundo renglén, pero
en la segunda columna:
1 -3 -10| -2

-2

1

Sumamos los ntimeros que estan en la segunda columna y el resultado lo escribimos en el tercer renglén
(misma columna):
1 -3 -10| -2

-2

1 -5

De nuevo, multiplicamos por —2 el Gltimo ntimero del tercer renglén, en este caso —5, y el resultado lo
escribimos en la siguiente columna del segundo renglén:

1 -3 -10]-2
-2 10
1 -5 |

De nuevo, sumamos en columna. Ahora en la tercera columna y el resultado lo escribimos en el tercer
renglén:

=2 10

1 -5 |o]|

El dltimo renglén de la tabla nos indica el resultado de la divisién: x —5. Solamente debes restar 1 al
exponente del dividendo para escribirlo en el divisor. Esta regla se aplica cuando el dividendo es de la
forma x — k, siendo k algiin ntimero real.

1 -3 =10 ‘ -2

Y hemos terminado.

Ahora t compara este procedimiento con el procedimiento «normal de la divisién de polinomios.

A este procedimiento se le conoce como la divisién sintética. Al procedimiento «normalk se le conoce
como la divisién «Jarga».

Es importante mencionar que este procedimiento funciona solamente cuando el divisor de la division es
un binomio con un coeficiente del término con literal igual a uno.

Por ejemplo, funciona con divisores como los siguientes: x + 7, x — 3, x — 21, etc., pero no funciona con
los siguientes: 3x +1, 7x — 11, 2x — 4, porque el coeficiente del término con literal no es uno.

En estos casos, tienes que igualar el dividendo a cero y despejar x. El resultado es el nimero que debe ir
ala derecha de la «casita» para la division sintética.

Por ejemplo, si necesitas dividir: x> —3x — 10 entre 3x + 1, resolvemos 3x + 1 =0 y obtenemos x = —1/3.

Entonces, debemos ecribir:
1 -3 -10|-1/3

y realiza la divisién como se mostro.
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Debes tener especial cuidado con la divisién sintética, porque en caso de que desees dividir, por ejemplo:
x5—x34x?+2x+4 entre x+1 utilizando este procedimiento, debes notar que en el dividendo no aparece
un término con x*. Esto significa que su coeficiente es cero. Entonces, la tabla inicial debe aparecer como
sigue:
x5 x* X3 x? x k
1 0 -1 1 2 4]|-1

Debes tener cuidado con estos casos.

Realiza cada una de las siguientes operaciones entre polinomios. Las divisiones realizalas Ejercicios
una con la division larga y la siguiente con la divisién sintética de manera alternada. 2.2.2

1) (-13+16x+11x2+16x3)+(—19—21x2+16x3)
R.—32+16x —10x2+32x3

2) (-19+20x+11x2—-19x3)+(-9—6x —x2—14x3)
R. —28+14x+10x%2—-33x3

3) (—x—14x24+14x3)+(22-19x —8x%2—20x3)
R.22—-20x—22x%2—6x°

4) 2+18x—-5x2—17x%)+(19+19x —21x%2+3x3)
R.21+37x—26x%—14x3

5 (4—19x%2—-3x3)+(7+8x—2x%2—14x3)
R.11+8x—21x2—-17x3
6) (24—21x+9x2—14x3)+(—16—4x —15x2+9x3)
R.8—-25x—6x%2—5x3
7) (19—-9x+x2)+(15+13x2+4x3)
R.34—9x+14x2+4x3

8) (21 —8x—23x2—x3)+(14—12x+18x?)
R.35—20x —23x2417x3

9) (-10—19x+8x2—18x%)+(21—12x+x%2—21x3)
R.11-31x+9x2—-39x3

10) (—10—19x —15x2 —6x3)+(—24+x — 14x2+8x3)
R.—34—18x —29x2 +2x3

11) (-8+45x+21x24+11x3)+(—-5—7x+3x3)
R.—-13—-2x+21x%>+14x3

12) (18+24x —24x2 —18x3)+(—17—11x3)
R.1+24x—24x%2-29x3

13) (—19—24x—11x2—6x3)+(—3+x —7x2+15x3)
R.—22—23x —18x2+9x3
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14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

(22+16x+11x2—-21x3)+(5—-5x—10x%2—3x3)

(6+x+9x2+9x3)+(13—10x+6x%2+16x3)

(—7x4+20x%2—12x%)+(8—4x —17x%+24x3)

(44+23x—11x3)+(—2+9x+x2+x3)

(—19421x—6x2—12x3)+(15+23x —4x%2+21x3)

(—15+18x —13x2+12x3)+(7+4x —6x%2+5x3)

(17—15x+14x24+19x3)+(—23—24x +10x2 — 23 x3)

(19—-6x—11x2+3x%)—(-12—-9x —6x2+7x3)

(—18x—15x24+9x3)—(3+24x—10x2+12x3)

(—14—x+7x2—-7x3)—(11+6x+14x2+16x3)

(14+x—-19x2—x3)—(14+18x+22x2—12x3)

(11—-12x+13x2+13x3)—(=9+19x —x2+23x3)

(3—24x—-12x2—-22x3)—(-18—x—22x2—-16x3)

(=3+21x—17x2—-18x3)—(—114+24x—5x2—-3x%)

(—6—8x—14x2+11x3)—(3—5x+20x%—5x3)

(—8—x—20x2—-2x3)—(16x —22x2)

(16+21x+7x24+18x3)—(—21+17x+24x2—-9x3)

(—24—7x+18x2—-6x3)—(1—12x+20x%2—-10x3)
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R.27+11x+x2—-24x3

R.19—-9x+15x2+25x3

R.8—11x+3x24+12x3

R.2+32x+x2—-10x3

R.—4+44x—10x2+9x3

R.—8+22x—19x%+17x3

R.—6—39x+24x%2—4x3

R.314+3x—5x%2—4x3

R.—3—-42x—-5x2—-3x3

R.—25—7x—7x2—-23x3

R.—13—-17x—41x2+11x3

R.20—-31x+14x2—10x3

R.21-23x+10x2—6x°

R.8—3x—-12x2—15x3

R.—9—-3x—34x%>+16x3

R.—8—17x+2x2-2x3

R.374+4x—17x?>+27x3

R.—25+5x—2x%2+4x3
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32) (-18—16x—11x2—-10x3)—(10—11x+9x%2—-21x3)

33) (=15—4x+17x2+7x%)— (21 +24x+ 15x2+21x3)

34) 3+13x—20x2—x3)—(16x —15x%2—17x3)

35) (—44+18x—11x2—14x3)—(20—22x — 19x2+16x3)

36) (—20—17x+17x2+x3)—(-3+16x —x2+17x3)

37) (—114+13x—7x2+7x3)—(8+6x+12x2+12x3)

38) (12+3x+12x2+20x3)—(6—6x+9x2+4x3)

39) (54+2x—10x24+2x3)—(-16+23x+4x2+17x3)

40) (1—20x2+8x%)—(—-17—13x—-3x%2+10x3)

41) (44+3x)-(—6+6x—4x2+6x3)
42) (3+6x)-(—2+3x—6x2+9x3)
43) (9+6x)-(1+4x—5x*+5x3)
44) (1+6x)-(—8—8x+9x2—8x%)
45) (—6—9x)-(5+9x—6x24+9x3)
46) (4+x)-(-3+6x—3x%2+4x3)
47) 2+8x)-(-1—-7x—4x%—x3)
48) (=5—3x)-(=1—6x —3x2+3x3)
49) (7—8x)-(7—3x+8x2+2x3)
50) (—2—-3x)-(—6—x+7x2+x3)
51) (—6—8x)-(7—7x—8x%2-9x3)
52) (3+4x)-(—9—-6x+6x2—2x3)
53) (1+7x)-(-9—9x+4x2—-8x%)
54) (=3+4+7x)-(6—3x—2x2+7x3)
55) (-1—9x)-(3+5x+3x%2—4x3)

56) (=7+4+2x)-(5+x+x%—-8x3)
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R.—28—-5x—20x?+11x3

R.—36—28x+2x2—14x3

R.3—-3x—-5x2+16x3

R.—24+40x+8x2—-30x3

R.—17—-33x+18x2—-16x3

R.—19+7x—19x2—-5x3

R.6+9x+3x2+16x3

R.21-21x—14x%2—-15x3

R.18+13x—17x%—2x3
R.—24+6x+2x2+12x3+24x*
R.—6—-3x4+0x?>—9x3+27x*
R.9+42x —21x*4+15x3+45x*
R. —8—-56x —39x%+46x3—8x*
R.—30—99x —45x24+0x3 — 54 x*
R.—12+21x—6x2+13x3+16x*
R.—2-22x—64x%—34x3—2x*
R.5+33x+33x2—6x3—15x*
R.49—77x+80x%—50x3+ 14 x*

R.124+20x—11x2—-23x3—-2x*

R.—42—-14x+104x2+118x3 + 54 x*

R.—27—-54x—6x>+18x% —6x*

R.—9—-72x—59x?+20x3 —8x*

R.—18+51x—15x2—35x3 — 21 x*

R.—3-32x—48x2—-23x%3+4x*

R. -35+3x—5x2+58x3+56x*
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57)
58)
59)
60)
61)
62)
63)
64)
65)
66)
67)
68)
69)
70)

71)

72)

73)

74)

75)

76)

77)

78)

79)

80)

81)

82)

(743x)-(6+4x —7x>+6x3)
(-5+7x)-(2+8x+3x%2—8x3)
(—6—3x)-(4—6x—3x2—4x3%)
2+7x)-(-7+3x—4x?>—-5x3)
(=7+5x)-(1+7x—5x2—x3)
(4-7x)(-2—-7x+x>+5x3)
(6—3x)-(64+9x—3x2—2x3)
(5+x)-(—6+4x+x2—-2x3)
(-3—-5x)-(2—7x+8x2+6x3)
(3-5x)(—8+7x+4x2+7x3)
(9+x)-(5+9x—8x2+9x3)
(-5+4x)-(-1—-6x+6x2+6x3)
(7—2x)-(-5—8x+x2+5x3)
(—6+4x)-(8+8x+6x%2—3x3)
(4—3x)-(-8—4x+5x2—-5x3)
18 —20x+74x%—35x3 —27x*

9—-1x
—20+50x —42x*+26x*+8x?
4—6x N
—5—21x+45x%—50x3+4x*
1+6x -
—15—44x —38x24+4x3+12x4 _
—3—4x N
—7—40x —26x*—7x%—2x*
-1-5x B
24+79x+0x%—1x3+24x*
—8—5x N
64+40x —68x?—81x>—72x*
—8—1x N
—24+47x+5x*+18x3+24x*
8+3x N
—24+58x+7x*—55x3 —6x*
—6+7x B
21-2x—1x*+39x>+35x*
7+4x N

—35+37x—36x2—39x3 —45x* _
5—x N
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R.42+46x —37x2+21x3+42x*
R.—10—26x+41x%2+61x3+40x*
R. —24+24x+36x%4+33x3+24x*
R.—14—-43x+13x2—-38x3—10x*

R.—7—44x+70x%>—18x3+7x*

R.—8—14x+53x24+13x3+20x*

R.36+36x —45x% —3x3—12x*

R.—30+14x+9x2—-9x%—10x*

R.—6+11x+11x2—-58x3—18x*

R. —24+61x—23x2+x3+21x*

R.45+86x —63x%+73x3+ 81 x*

R.5+26x —54x?—6x3—30x*
R. —35—46x +23x%+33x3+35x*
R.—48—16x —4x2+42x3+18x*

R.—32+8x+32x2—-35x3—-20x*

R.2—2x+8x%2-3x3

R.—5+5x—3x2+2x3

R.—5+9x—9x2+4x3

R.5+8x+2x%2—4x3

R.74+5x+1x2+2x3

R.—3—-8x+5x2—-3x3

R.—8—4x+9x%2+9x3

R.—3+7x—2x%2+3x3

R.4—5x—7x2+1x3

R.3—2x+1x2+5x3

R.—7+6x—6x2—-9x3
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83)

84)

85)

86)

87)

88)

89)

90)

91)

92)

93)

94)

95)

24—60x+48x*—12x3+6x*
—6+9x N

—42+16x —25x?+18x% —7x*
7-5x N

—15+23x —25x? +49x3+21x*
—3+4x N

40+49x +24x? —74x% —-56x*
—8+3x B

—5—31x—40x%2—57x3—45x*
—5—-6x

—35—34x—9x2—87x3—45x*
54+7x

54—24x+17x*+54x° —18x"
—9—-8x N

10-2x+17x*+5x3—-15x*
5+4x N

—35+58x +37x%—59x%—63x*
—7—x N

—3—18x+27x*+44x3+2x"
1+7x B

30+33x—72x?+72x%+48x*
—6+3x B

—6—31x—10x2+22x3—14x*
—2-9x -

—72—-9x+105x? —45x3 —72x*
84+9x B

R.—4+4x—-2x%2-1x3

R.—6—-2x—5x%2—1x3

R5—1x+7x2—7x3

R.—5—-8x—6x24+7x3

R.1+5x+2x2+9x°

R.—7+3x—-6x2—-9x3

R.—6+8x—9x2+2x3

R.2—-2x+5x2—-3x8

R.5—9x—4x%+9x3

R.—3+3x+6x2+2x3

R.—5—-8x+8x%2—-8x3

R.3+2x—4x%2+7x3

R.-9+9x+3x2—-9x3

2.2.3 PRODUCTOS NOTABLES

Cuando realizamos operaciones entre polinomios con el fin de resolver problemas, es muy frecuente en-
contrar algunas operaciones que por su naturaleza, aparecen en muchos fenémenos.

Debido a que las vamos a encontrar muy seguido, las llamamos productos notables, porque también,
una vez identificado el tipo de producto, podemos decir el resultado de esa operacién sin necesidad de
realizarla...

La realidad es que la memorizamos para no tener que desarrollar el producto cada vez que la encon-
tremos.

Cada uno de los productos notables tiene su nombre.

Efrain Soto A.
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74 Polinomios de una variable

PRODUCTOS NOTABLES
Los productos notables mds comunes son:

(i) Binomio al cuadrado (suma). (x+aP=x*+2ax+a?
(ii) Binomio al cuadrado (diferencia). (x—ay=x>-2ax+a?
Definicion 1
(iii) Producto de binomios con término comun. (x+a)x+b)=x%+(a+b)x+ab

(iv) Producto conjugado. (x+a)x—a)=x%—a?

(v) Binomio al cubo. (x+aP=x3+3ax2+3a%x+ad

Para entender los productos notables puedes imaginarlos como si se tratara de un molde.

Ta debes realizar lo que el molde dice, de acuerdo a los valores que debes asignar a cada parte del molde.

Ejemplo 1 Calcula: (2m + 7=

Primero identificamos el producto notable con el que vamos a trabajar.

En este caso se trata de un binomio que esta elevado al cuadrado, es decir, el producto notable (7).

o Es muy sencillo observar que podemos sustituir los valores de acuerdo a la férmula:

(x+a)P=x)P+2(a)(x)+(a)?

o Sisustituimos y luego realizamos los cdlculos que quedan indicados, terminamos:

(x+ay = (xP+2(a)x)+(a)f
Cm+7? = @CmP+2(7)2m)+(7)?
4m?+28m+49

Esto significa que:
Cm+7%=4m?+28m+49

Ejemplo 2 Calcula: 3z —4)?=

e Sustituimos en la férmula del producto notable correpondiente:

(x—af
(32%-4)"

(x)* —2(a)(x)+(a)
(32°)" —2(4)(32%) + (a7
= 9z*-24z2+16

¢ Aunque, también pudimos haberlo calculado con el producto notable (i), considerando: a = —4.
(x)?+2(a)(x)+(a)

(32%)" +2(~4) (32%) + (-4

= 9z'-24z°+16

(x+a)?
(3 z2+ (—4)) 2
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2.2 Problemas geométricos y algebraicos 75

o Asi, podemos concluir que los productos notables (i) y (ii) son el mismo.

Algunas veces necesitards elevar un binomio al cuadrado con coeficientes fraccionarios. El siguiente
ejemplo muestra uno de esos casos.

1 2
Calcula: (E x+4 yz) = Ejemplo 3

e Empezamos identificando al producto notable que se trata: en este caso, es un binomio al cuadrado.

Ahora aplicamos la férmula que le corresponde:

L tay2 T Ly 2+2 L)« 94 (ay?)
2 A 2 v Y
e Ahora simplemente realizamos las operaciones que quedaron indicadas:

2
(%x) +2 (%x)-(4y2)+(4y2)2=A—llx2+4xy2+16y4

Observa que hemos aplicado leyes de los exponentes.

Ahora estudiaremos el caso del producto de dos binomios con un término comuin. Empezamos con un
ejemplo muy sencillo.

[ Calcula: (x +5)(x —7) = Ejemplo 4

e Ahora tenemos que utilizar el producto notable:

(x+a)x+b)=x*>+(a+b)x+ab

e Enestecaso,a=5yb=-7.

(x+a)x+b) = x®+(a+b)x+ab
x+5)x=7) = xX24+6G+ENx+6G)-7)
= x*-2x-35

e En conclusién,
(x+5)(x—7)=x>—2x-35

Algunas veces, ademds de aplicar el producto notable que le corresponde a la operacién que estamos
desarrollando debemos aplicar las leyes de los exponentes.

[ Calcula: (x3+1)(x3+5)= Ejemplo 5

e Este producto también requiere del uso de la formula:

(x+a)x+b)=x*>+(a+b)x+ab
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o Pero en este caso requiere ademds de la aplicacién de las leyes de los exponentes:
P+ +5) = (x3)2+(1+5)~x3+1-5
= x5+6x3+5

e Observa que cuando sustituimos en la férmula los términos del ejercicio, nos queda en el primer
z . 2 . . .2
término: (x*)7, lo cual nos exige la aplicacion de las leyes de los exponentes.

También debes tener cuidado cuando tengas un coeficiente en alguno de los términos, porque muchas
veces se omite multiplicar por éL

Ejemplo 6 Calcula: (2x+11)(2x —13)=

Aplicamos directamente los términos a la férmula:

2x+11)2x—13) = (2xP+(11-13)-(2x)+(11)-(—13)
4x24(=2)-(2x)—143
= 4x*—4x-143

Observa que hemos aplicado las leyes de los signos cuando multiplicamos (11)-(—13).

También es importante notar que al sumar 11—13 obtenemos un ntimero negativo, porque el mayor
de los sumandos es menor a cero.

En este tltimo caso no se han aplicado las leyes de los signos.

Por ejemplo, la suma: 13 —11 = 2. Un ntimero positivo, a pesar de que un sumando es positivo y
otro es negativo.

Cuando aplicamos las leyes de los signos generalmente decimos «menos por mds», 0 «menos por menos.
Observa, siempre utilizamos la palabra «por entre los dos signos. Esto indica que estamos multiplicando
los signos. Por eso no podemos utilizarlos cuando estamos sumando. Solamente para la multiplicacién o
para la division.

Seguramente ahora tendrds la pregunta: «;por qué para la division también, si no estamos diciendo
menos entre mas

Recuerda que dividir es igual a multiplicar por el reciproco. Por ejemplo, dividir por 2 es igual que multi-
plicar por el reciproco de 2, es decir, es igual que multiplicar por 1/2.

Podemos justificar el uso de las leyes de los signos en la divisién si observamos que las operaciones de
multiplicacién y divisién son contrarias basados en las leyes de los signos mismas.

Hasta aqui hemos visto cémo desarrollar binomios al cuadrado y producto de binomios con un término
comun. Ahora vamos a estudiar el producto conjugado.

Ejemplo 7 Calcula: Bu+5v)3u—5v)=

o Empezamos notando que se trata de un producto conjugado.
o Eso significa que utilizaremos la férmula:
(x+alx—a) = (xF-(af
Bu+5v)3u—5v) Buy—-(G5v)?
u?*—-25v°
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e Esto nos indica que:
Bu+5v)83u—-5v)=9u?-250?

77

Observa que en realidad estamos aplicando las leyes de los exponentes y de los signos. Sin embargo, nos
ahorramos todo el procedimiento al aplicar directamente la férmula. Para verificar que estamos apli-

cando debes realizar el producto sin aplicar el producto notable.

[Calcula: (Bx2+11)(3x%2—-11)=

Ejemplo 8

¢ Empezamos aplicando directamente la férmula:

(3x2)2—112
= 9x*-121

(3x%24+11)3x%2—11)

e Una segunda forma de verificar el resultado consiste en aplicar el producto conjugado que corre-

sponde al producto de binomios con un término comun.

e Aplicando esta férmula, obtenemos:

(3x%)* +(11-1D)BEx?) +(11)(~11)
9x*+0(3x%)—121
9x*—121

(3x%2+11)3x%2—11)

En ambos casos obtenemos el mismo resultado porque el producto conjugado es un caso especial del

producto de binomios con un término comun.

m3 12\ (m3 12
Calcula: | —+— ||——-=%|=
4 13 4 13

Ejemplo 9

Aplicamos la férmula:

md 12\ (m® 12\ _ (m 2 (12)?
4 13)J4 13) 4 13
mé 144

16 169

Recuerda que elevar al cuadrado significa multiplicar un ntimero por si mismo.

Elevar al cuadrado no significa miltiplicar por 2.

Por ejemplo, 92 =9 x 9 = 81, es correcto, pero

92 #9 x 2 =18 no es la forma correcta de proceder.

Ten cuidado con esto.

Finalmente unos ejemplos para aprender a elevar un binomio al cubo.

[ Calcula: 2m +5)3 =

Ejemplo 10
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e Ahora tenemos un binomio elevado al cubo.

o Empezamos sustituyendo los valores en donde les corresponde:

(x+a) = ()P+3(a)x)P+3(a)l(x)+(a)®
em+5° = 2m)P+36)2m)P*+3(522m)+(5)°
= 8m3+60m?+150m+125
e Entonces,
2m+5P3=8m3+60m?+150m +125
[ Ejemplo 11 Calcula: (2r —5)3 =

e En este caso tenemos una diferencia elevada al cubo.

e Como se trata de un binomio, podemos aplicar la férmula:

(x+a)P=(x)+3(a)x)*+3(a)(x)+(a)®

e Pero debemos tener cuidado con los signos...
1P +3(=5)2r)*+3(-5/(2r)+ (-5

81 +(—15)(4r*)+67(25)—125
= 8r3-60r*+150r—125

(2r-5)°

e Observa que cuando un factor estd elevado al cuadrado debemos elevarlo al cuadrado antes de
multiplicarlo por los demads factores.

Observa también que cuando multiplicamos, el orden en que realizamos las multiplicaciones, cuando se
trata de varios factores, no importa; siempre obtenemos el mismo resultado. Esto es asi por la propiedad
de conmutatividad de la multiplicacién de los nlimeros reales.

2x 2\
Calcula: ?-i-— =

Ejemplo 12 5

¢ No tienes por qué sentir panico al ver la expresién que debemos elevar al cubo.

¢ Simplemente la vamos a tratar como a las anteriores: sustituimos los términos en la férmula, real-
izamos las operaciones que quedan indicadas y simplificamos hasta donde sea posible:

(5+5) = (5) () (5) =(5) (5)+(5)
—+— =43 = =) w3 =) =)+ =
3 5 3 5 3 5 3 5
. 8x? 3r2) (4x? 6x rt ré
- 5 (5)(5)- 5 E) =
8x3 12r2x% 6xr* 1S
2wt T Tis
8x3 4r2x%2 2xr* b
27 15 25 ' 125
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e Recuerda simplificar las fracciones siempre que sea posible.
o Debes tener cuidado al elevar al cubo un nimero.
o Elevar al cubo significa multiplicar por si mismo tres veces, no multiplicar por 3.
e Por ejemplo, 22 =3 x 3 x 3=27, pero
e 23£2x3=6,esun error comin en muchos estudiantes.
En cualquiera de los casos que se desarrollan en este tema, podemos verificar que los resultados son los
correctos desarrollando la multiplicacién indicada en cada caso utilizando el procedimiento que aprendi-
mos en el tema anterior.
Evidentemente, el procedimiento serd més laborioso que la aplicacién de los productos notables.
De hecho, los productos notables se utilizan para realizar més rdpido esos célculos.
[ Desarrolla cada uno de los siguientes productos notables. Ejezr(;i;ios
1) (-1+42x)= R.1-4x+4x?
2) 4+9m)= R. 16472 m +81 m?
3) (7T+m)= R.49+14m+ m?
4) (44+r)2= R.16+87 4712
5 (b+7r)P= R.25+707r+497r2
6) (8—8x)>= R. 64 — 128 x + 64 x>
7) (-9-8x)*= R. 81+ 144 x + 64 x?
8) (—2—8x)2= R.4+32x+64x2
9) (6+8v)?= R.36+96 v +64 1?2
10) (-1+5v)2= R.1-10v+ 2512
11) B3+5v)y= R.9+30v + 2502
12) (7+4x)2= R.49+56x + 16 x?2
13) (5—4a)P= R.25—-40a+16a?
14) (64+9v)2= R.36+108 v +81 12
15) (24+5v)7= R.4+20v + 25 v?
16) (7—8v)?= R.49—112v + 64 v2
17) (-3—-v)2= R.9+6v+ 02
18) (-8—9v)> = R.64+144v+81v2
19) 5—v):= R.25—-10v + v?
20) 3+7v)?= R.9+42v +49 v?
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21)
22)
23)
24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

(=5+v)?=

(9+6v)2=

(1+3v)2=

(—4+3v)2=

(=7+6v)3=

www.aprendematematicas.org.mx
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R.25—10v + v?
R.81+108v+3602
R.1+6v+9v?
R.16—24v+90v?

R.49—-84v+36v?

R 4+20v +25v2
) 9 81
16 56v

R.— — — +491?
9 3

R 1+2v+41/2
4 3 9
81 126v 4902

25 a5 T ar

4 9+81

25 2
R. vy +30v+36v

1 6v+9v2
"25 40 64
4 4v 2
R.———+4v
49 7

R 1+2U+U2
‘25 35 49

R 1_|_61/+81v2
‘9 5 25
4 28v 4902

Ro-——+
9 9 9
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o (-8
3 3)

9 7

( 5 51/)2
43) [-=+=| =

44) (-3x—-5y)(-3x+5y)=

45) (-6x+5y)(—6x—5y)=

46) (—7x—-2y)(—7x+2y)=

47) 6m—7n)6m+7n)=

48) (-7m+3n)(—7m-—-3n)=

49) (-8u+8v%)(—-8u—8v?)=

50) (—7u+8v2)(—7u—8v?)=

51) (m9u+v3)(—9u—v?)=

52) (Au—3v2)4u+3v?)=

53) (—6u —5v%)(—6u+5v2)=

54) Bu+2v?)(8u—2v?)=

55) (—u+8v3)(—u—8v?)=

56) (—3u+8v2)(—3u—8v?)=

57) (=5u —v3)(-5u+v?)=

58) (—7u—6v3)(-7u+6v2)=

59) (—7u+5v3)(-7u—-5v3)=

60) (—u+7v3)(—u—-7v?)=

61) Qu+6v3)9u—60v2)=

62) 8u+2v2 8u 2v?
7 7

63) (24 8
5 T g
oa) (B4 3V
5 8
65) (48
2 7
66) (2442
9 T3
o7) (2442
4 8

Efrain Soto A.
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64 16v v?

. +
9 9 9

25 50v 2502

81 63 | 49

R.9x2—25y?
R.36x2— 252
R.49x2% —4y?
R. 36 m? —49n?
R.49m? —9n?
R.64v% —64v*
R.49v% —64 04
R.81v%—v*
R.16v%2—9v*
R.36 0% —2504
R.64v%—4 04
R. v?2 —64v*
R.9v%—64 04
R. 2502 —v*
R.49v%—360v4
R.49v% —25v4
R. v? —49v*

R.81v%2-36v*

64 u?
49

R. —4p*

9u? 64v*
© 25 81
64u2 9vt

25 64

49u? 64vt
4 49

25u% vt

81 4

qu? 81v*t
16 64
25 u?

R. —49p*

81
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69)

70)

71)

72)

73)

74)

75)

76)

77)

78)

79)

80)

81)

82)

83)

84)

85)

86)
87)
88)
89)
90)

2u_'_2v2 2u
3 9 3
u_'_5v2 u
2 9 2
9u+v2 u
4 6 4
3u+4l/2 3u
4 5 4
4u+7v2 4u
7 8 7
3‘»u+7v2 3
8
5u+3v2 5u
3 8 3
9u+ 9 9u
— ,U —
4 4
(Qu 21/2)(9u
_+_ R
4 3 4
(Qu 5v2)(9u
_+_ R
4 4 4
3u 2v3\(3u
_+_ R
7 9 7
8u+3v2 8u
9 4 9
4u 3v2\ (4u
_+_ —_
5 2 5
7u+8v2 7u
9 7 9
2u+5v2 2u
9 9 9
9u+7v2 du
4 6 4
9u+v2 u
1 7
Bx—yP=
(4x—6y) =
Bx+5y)»=
(9x -5y =
Bx-5y)P=

Polinomios de una variable

4u? 40t
9 81
u? 25v4
"4 81
8lu? vt
16 36
qu? 16v*
16 25
16u? 490v*
49 64
49 p*
R.9u?—
64
25u? 9t
9 64
81 u?
R. -t
16
8lu? 4v*
R. - —
16 9
8lu? 25v*
16 16
Qu2 4t
49 81
64u2 9vt
81 16
16u? 9vt
25 4
49u? 64v4
R.———
81 49
4u? 25v*
T8l 81
8lu? 49v*
16 36
8lu? vt
121 49

R.27x3—-27x%y +9xy?—y3

R. 64x3—288x2y +432xy2 —-216y3

R.512x3+960x2y +600xy2+125y3

R.
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729x3 —1215x2y +675xy? —125y3

R.27x3—135x2y +225xy2 —125y3
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91) (7x+2y)3=
92) (bx+6y)3=
93) (9x—5y)3 =
94) (6x+5y)? =

95) 2x—-5y)? =

3
96) (E&E._ égi) =

97)

98)

99)

100)

101)

102)

103)

105)

106)

107)

108)

109)

110)

111)

(
(
(
(
(
(
(
o (2= -
(
(
(
(
(
(
(

R.343x%34+294x%y +84xy?+8y3

R. 125x34+450x2y +540xy2 +216y3
R.729x%—1215x2y +675xy2 —125y3
R.216x3+540x2y +450xy2 +125y3
R.8x%—60x%y +150xy%2 —125y3

R512x3 768xzy+?>84xy2 64y3
* 125 75 45 27

x3  —9x2 27xy%  =27y3
R ——+ Y22y Y
729 486 324 216

R 64x% 432x2%y +972xy2 729y3
"t 729 405 225 125

729x%  243x%y 27xy? 3
R. + Y2y ¥

8 20 50 125

x3 32xy? 512y3

R — +2x%y + "+ ——
8 YTy 27

64x3  432x%y 972xy?
R + +
27 9 3

+729y3

8x3 32x2 128xy2% 5123
T A At
27 9 9 27

27x3%  8lx%y 81xy2+27y3
64 112 196 343

B 84 x2y N 294 xy? 3 343y3

R.8x3
25 125

512x3 1728x2%y 1944xy? 729y3
R. + - -
27 45 75 125

R125x3 225xzy_‘_135xy2 27y3
" 64 32 16 8

R512x3 576x2y+216xy2 27y3
© 125 125 125 125

x3  18x%y N 108xy% 216y%
*343 343 343 343
R 343x3 588x%y N 336xy% 64y3
t 729 243 81 27

27x3  81x2 162xy?
R. 4 + 4

216y°
8 2 4 +elby

x3 6x2y+12xy2 8y3
‘27 27 27 27
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2.2.4 TRIANGULO DE PAscAL

En matemadticas hay muchos trucos para simplificar los procedimientos y célculos.

Para los productos notables el truco consiste en el tridngulo de Pascal.

Para formarlo empezamos con el 1 del primer renglén. Después escribimos el segundo renglén: 1 1.
Para obtener los siguientes renglones siempre vamos a sumar los ntimeros que estén uno al lado del otro.

Por ejemplo, para obtener el 2 que esté en el tercer renglén sumamos 141 del segundo renglén.

Cada renglén n contiene los coeficientes del binomio elevado a la potencia n — 1.

1 (x+a)

1\ 4, /1 (x+a)

1 n 2 n 1 (x+a)

1 3 3 1 (x+a)

1 4 6 4 1 (x+a)

1 5 10 10 5 1 (x+a)®

Si observas el tridngulo de Pascal, en el segundo renglon tenemos los coeficientes de (x +a)' = a + b, que
son 1y 1. En el tercer renglén tenemos los coeficientes de (x + a)> =x2+2ax +a? queson 1,2y 1,y asi
sucesivamente.

Una forma sencilla de encontrar los coeficientes del resultado de elevar el binomio (x + a)” consiste en
observar el segundo coeficiente. Si el coeficiente es n, esos son los que buscas. Por ejemplo, el renglén
donde el segundo coeficiente 5 indica que son los coeficientes del resultado de elevar (x + a)®.

Ejemplo 1 Calcular: (x+a)® =

e Empezamos escribiendo los coeficientes que tomamos del renglén que corresponde.
Después escribimos la literal x junto a todos los coeficientes:

1x 5x 10x 10x 5x 1x

¢ Ahora vamos a escribir los exponentes de esas literales. Empezamos con el exponente al cual esta-
mos elevando el binomio, en este caso, 5, y conforme avanzamos a la derecha, los exponentes van
disminuyendo, uno en cada literal:

1x>  5x* 10x3 10x®2  5x! 1x°
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e Ahora escribimos la otra literal, a junto a cada literal x:

1x°a  5x*a 10x%a 10x%a 5x'a 1x%a

o Elsiguiente paso consiste en escribir los exponentes de a. Ahora empezamos de izquierda a derecha,

también empezando con el exponente al cual estamos elevando el binomio:
1x°a®  5x*a'  10x%a* 10x%a® 5x'a* 1x%a°

Observa que la suma de los exponentes de cada término es igual al exponente al cual estamos ele-
vando el binomio.

o Ahoralo tinico que falta es escribir los signos de + entre los términos y simplificar usando la ley (iv).

(x+aP=x+5x*a' +10x%a® +10x%a® +5x'a* + a’®

Puedes verificar que este resultado es correcto multiplicando el binomio x + a por si mismo cinco veces.

Como ves, este método es muy directo. Solo se requiere escribir el tridngulo de Pascal hasta el renglén
n + 1 para calcular (x + a)”. Sin embargo, hay otro método mds corto, este método se conoce como el
Binomio de Newton.

BinoM10 DE NEWTON

El binomio de Newton es otro artificio matemético que puede utilizarse para calcular la potencia de un
binomio.

En este caso se requieren algunos conceptos previos.

FACTORIAL
El factorial del niimero natural n, que se denota n!, es igual al producto de todos los niimeros L.
naturales, desde 1 hasta n. Definici6n 1

n'=nn-1)n-2)--3-2-1

Una definicion que se utiliza en el binomio de Newton, y que depende de la definicién de factorial, es la
siguiente:

COMBINACIONES
El nimero de combinaciones de m objetos distintos, tomando k objetos a la vez, es:

Definicién 2
m)__m
(lc) Tkl (m—k)

En el binomio de Newton se consideran las combinaciones porque para justificar este método se utiliza
un método de multiplicacién que se conoce como el exponente fijo, y este método consiste en buscar de
cudntas formas distintas podemos multiplicar los términos de dos polinomios para obtener un exponente
dado.

Ahora, la definicién del binomio de Newton.

BinoMIO DE NEWTON
La potencia de un binomio puede calcularse con la siguiente férmula:

n n n n n—1 n n—1 n n
(x+a) =(0)x +(1)x a+---+(n_l)xa +(n)a

Definicién 3
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Una pregunta que seguramente tendrés es la siguiente, ;por qué 0!=1?

He aqui la justificacion.

Teorema 1 0l=1

Sabemos que el factorial tiene la siguiente propiedad:
(k+1)=(k+1) k!

por la forma como se defini6. Si hacemos k =0, obtenemos:

O+1) = (0+1)-0
1! = 1-0!
1 = 0

Con este método, no se requiere calcular los coeficientes de las potencias anteriores del binomio que
vamos a elevar a la potencia 7, sino que de manera directa los calculamos.

Por ejemplo, si necesitamos calcular (x + a)'%, con el tridngulo de Pascal tendriamos que encontrar los
cien renglones anteriores para poder conocer los coeficientes de este polinomio (estdn en el renglén 101),
pero con el binomio de Newton, podemos encontrarlos directamente a través de las combinaciones.

Como ejemplo, vamos a calcular (x + a)°.

Ejemplo 2 Calcula: (x +a)> =

e Empezamos calculando primero los valores de los coeficientes, de acuerdo a la definicién de com-
binaciones:

Enseguida estd el cdlculo del primer coeficiente, que ya sabemos, es igual a 1:

5\__ 8 8 _,
0/ o(5-0) 5

El siguiente es el segundo coeficiente:

5Y_ 8 5 _54__
1) uG-10r 4 4

El siguiente es el tercer coeficiente:

(5) 5! 5L _ 543

2] T 2aG-21 2031 2.3

El siguiente es el cuarto coeficiente:

(5) 5! 51 _ 5430

3] 7 31(5-3) 32l 32

El siguiente es el quinto coeficiente:

(5) _ ot s s,

4) TG4 4 o
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e Y finalmente, el sexto coeficiente:

5/ 5 _5!_1
5| 51(5—5) 5!

e Ahora que tenemos los coeficientes, procedemos como lo hicimos con el tridngulo de Pascal, con
lo que de nuevo obtendremos:

(x+a) = 1x5+5x%at+10x3a®>+10x%ad+5x'at+1a’

= x°+5x*a+10x%a?+10x%a®>+5xa* +ab

2.2.5 FACTORIZACION

La factorizacion es la otra parte de la historia de los productos notables.

Esto es, ambas cosas se refieren a las mismas férmulas, pero en los productos notables se nos daba una
operacién que debiamos realizar y encontrar el resultado.

Ahora, en la factorizacién se nos entrega el resultado y debemos encontrar cuél era la operacién que se
realiz6, es decir, tenemos que expresarlo como si apenas se fuera a desarrollar el producto notable.

p
FacTORIZACION
Las reglas basicas para factorizar son:

i. Ley distributiva o factor comtin ab+ac=a(b+c)
il. Trinomio cuadrado perfecto x2+2ax+a*=(xxa)
Definici6n 1
iii. Trinomio cuadrado no pertfecto x2+(a+b)x+ab=(x+a)x+b)

iv. Diferencia de cuadrados x?2—a’?=(x+a)x—a)

v. Suma o diferencia de dos cubos x3+ad=(xxa)x2Fax+a?

(.

El hecho de reconocer cada uno de los casos de factorizacién nos ayudara a simplificar expresiones a lo
largo de todos los cursos de matematicas que vienen mds adelante.

En realidad, puedes ver que para cada caso de factorizacién hay un caso correspondiente en los productos
notables, de manera que con que memorices una férmula, es suficiente para ambos temas.

Factoriza:
2x*+5x Ejemplo 1

En este caso debemos utilizar la ley distributiva.

Para esto identificamos el factor que se repite en todos los términos y lo escribimos a la izquierda.

o Luego escribimos dentro de un paréntesis todos los términos que no se repiten...

e Aqui se repite la x:
2x2+5x=x(2x+5)

De manea que si multiplicamos obtenemos de nuevo: 2 x? +5x.
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En este primer ejemplo solamente teniamos un factor comun. En algunos otros casos tendremos dos o
mads, como en el siguiente ejemplo.

Factoriza:
Ejemplo 2 12x° +8x*—20x
e Lo primero que debemos observar es que todos los coeficientes de los términos del trinomio se
pueden dividir exactamente entre 4.
o Esto nos sugiere que factoricemos al ntimero 4.
e Pero también podemos factorizar la literal x, porque aparece en todos los términos.
¢ Entonces, aplicando la ley distributiva obtenemos:
12x°+8x* —20x =4x (3x*+2x —5)
o Para verificar que el resultado es correcto, puedes multiplicar y debes obtener el trinomio de la
izquierda de la igualdad.
Factoriza:
Ejemplo 3 3x3+21x*h+18x° —9x°
¢ En este ejemplo tenemos que todos los coeficientes son divisibles por 3.
o Asi que vamos a factorizar a este nimero.
e Ademds, podemos factorizar, no solamente al nimero x, sino a x3:
3x° +21x'b+18x°—9x°=3x>- (1+7xb +6x* —3x%)
o Puedes verificar que la factorizacién es correcta realizando la multiplicaciéon que queda indicada.
El primer paso que debes realizar cuando vas a factorizar una expresion es verificar si puedes aplicar la
ley distributiva.
Factoriza
Ejemplo 4 x?+12x+36

e En este caso vamos a ver si se trata de un trinomio cuadrado perfecto...

e Para eso, primero sacamos la mitad del coeficiente del término que contiene x, también conocido
como el término lineal.

La mitad de 12 es: 6

Ahora calculamos el cuadrado de este niimero: 62 = 36.
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e Como este resultado coincide con el término independiente (el que no contiene a x) del trinomio
que nos dieron, si se trata de un trinomio cuadrado perfecto.

e Entonces,
x> +12x4+36=(x+6)

e Para verificar que el resultado es correcto, podemos desarrollar el binomio al cuadrado.

Factoriza:
m*—6m*+9 Ejemplo 5

e En este caso no tenemos un polinomio cuadratico, sino de grado cuatro.

e Sin embargo, podemos transformarlo a un trinomio cuadrado si utilizamos la siguiente sustitucién:
— 2
x=m?2

e Porque al aplicar las leyes de los exponentes obtenemos: x? = m*, y al sustituir en el trinomio que
nos dieron nos queda:
m*—6m?+9=x*-6x+9

e Ahora si, tenemos un trinomio cuadrado.

e Vamos a ver si es un trinomio cuadrado perfecto: para eso sacamos la mitad del coeficiente del
término lineal (—6/2 = —3) y lo elevamos al cuadrado (9).

e Como obtuvimos 9, y este es el valor del término independiente, si se trata de un trinomio cuadrado
perfecto.

e Entonces, se trata del caso (ii) de factorizacion:

x> —6x+9=(x—3)

¢ Pero nuestro ejercicio no incluia a la literal x. Nosotros decidimos incluirla para simplificar el prob-
lema.

e Asi que lo tinico que falta es hacer la sustitucion: x = m?,

m*—6m’+9=x—6x+9=(x 37 = (m*-3)’

e Elresultado es: m*—6m?+9=(m?—3)*

Observa que en el ejemplo anterior todas las literales tenian exponente par. Por eso es facil hacer la
transformacion del polinomio de grado cuatro a uno de grado dos.

No siempre vamos a tener coeficiente igual a uno en el término cuadratico. El siguiente ejemplo muestra
uno de esos casos:

Factoriza:
4x%-20x+25 Ejemplo 6
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e En este caso es més sencillo empezar calculando la raiz cuadrada de los términos cuadratico e in-
dependiente:

4x?=2x y v25=5
¢ Nosotros sabemos por el producto notable de elevar un binomio al cuadrado que:

(x—a)P=x>*-2ax+a?

¢ Entonces, el coeficiente del término lineal es igual al doble del producto de los términos indepen-
diente y cuadrético.

¢ Podemos comparar este producto con el término lineal del polinomio que nos dieron a factorizar:

—2-(2x)-(5)=—-20x

e Como coinciden, se trata de un trinomio cuadrado perfecto, y su factorizacién queda:

4x?—20x+25=(2x—5)

e Debes tener cuidado, porque muchos estudiantes olvidan multiplicar por la raiz del coeficiente del
término cuadrético (el 2 de 2 x) cuando estan verificando que el término lineal sea —2 a x.

Ya sabes que no todos los trinomios cuadrados son perfectos. Cuando tenemos un trinomio cuadrado es
una buena idea empezar la factorizacion verificando si se trata o no de uno perfecto. Si no es un trinomio
cuadrado perfecto, tenemos que usar otro truco.

Factoriza
Ejemplo 7 x*+12x+35

En este caso, cuando saquemos la mitad de 12 y lo elevemos al cuadrado, no obtendremos 35.

Esto nos indica que se trata de un trinomio cuadrado no perfecto.

¢ En este caso tenemos un producto de binomios con término comun.

Asi que buscaremos dos nimeros que sumados den 12 y multiplicados sean igual a 35.

Para facilitarte el trabajo, empieza siempre buscando dos ntimeros que multiplicados sean el tér-
mino independiente, en este caso, 35, porque hay menos soluciones que buscar dos niimeros suma-
dos dén 12.

e Esos nimeros son 5y 7. Con lo que obtenemos:
X2 +12x+35=(x+5)(x+7)

lo cual podemos comprobar desarrollando el producto conjugado que quedé indicado.

Factoriza:
Ejemplo 8 x> —4x-21

¢ Es muy evidente que no se trata de un cuadrado perfecto por dos cosas:
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i. El término independiente es negativo, y si fuera un cuadrado perfecto deberia ser positivo.

ii. El cuadrado de —2 no esigual a —21.
Entonces, debemos encontrar dos ntimeros que sumados den —4 y multiplicados den —21
Observa que el coeficiente del término lineal es igual a —4.

Ya sabemos que este coeficiente es igual a la suma de los niimeros que buscamos, por lo que se
deduce que el mayor de los dos niimeros es negativo.

Ademads, el término independiente es negativo, lo que nos indica que los nimeros que buscamos
tienen signos contrarios, porque menos por menos es m4s.

Empezamos buscando nimeros que multiplicados den 21.
Solamente tenemos dos pares de candidatos: (1,21) y (3,7).
Sabemos que el mayor de los dos serd negativo y el otro positivo.

La solucién es 3, —7, porque

3+(-7) = —4 y
B)-7) = -21

Entonces, la factorizaciéon que buscabamos es:

x> —4x-21=(x+3)(x=7)

91

Factoriza:

4x°4+10x+4 Ejemplo 9

Observa que el coeficiente del término cuadrético es diferente de uno.

En este caso debemos primero calcular la raiz cuadrada del término cuadratico:
4x2=2x
Ahora vamos a escribir la factorizacién que deseamos encontrar:
2x+m)2x+n)
Si multiplicamos obtenemos:
x+m)2x+n)=4x*+2x(m+n)+m-n

Entonces necesitamos encontrar dos nameros m, n que satisfagan las siguientes condiciones:
2(m+n) = 10,y
m-n = 4
La primera condicién implica que m +n =5.

La segunda condicién nos limita a usar solamente alguno de los siguienes casos: (2,2) 6 (1, 4).
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e Porque2x2=4ylx4=4
e Lasolucién que satisface las condiciones del problema es: (1,4), porque 1+4=5.

¢ Entonces, la factorizacién que buscamos es:

Ax°+10x+4=02x+1)(2x+4)

Ahora estudiaremos otro caso de factorizacion: la diferencia de cuadrados, que al factorizarse se convierte
en un producto conjugado.

Factoriza:

Ejemplo 10 x?—-81

Este caso de la factorizacion es el mds sencillo, porque la férmula nos dice:

x*—a’*=(x+a)x—a)

Observa que basta encontrar la raiz cuadrada de cada uno de los términos de la diferencia de
cuadrados y escribir, a partir de estas raices, el producto conjugado.

¢ En nuestro ejemplo, tenemos:

Ji o=
V8l = 9

Entonces, la factorizacién queda:
x2—81=(x+9)(x-9)

Una forma maés de justificar el mismo resultado puede hacerse con el caso (iii) de factorizacion.

Para esto buscamos dos ntimeros que sumados den cero (el coeficiente del término lineal) y multiplicados
den —81.

Es obvio que para la suma sea cero, los niimeros deben ser iguales y con signo opuesto. Para que su
producto sea —81, necesitamos que los niimeros sean v'81 y —v 81, que son precisamente 9y —9.

Como puedes ver, si suponemos que se trata de un producto de binomios con término comtn, de cualquier
forma debes llegar al resultado correcto.

Factoriza:

Ejemplo 11 16x* —36y'°

o Este caso de factorizacion es muy sencillo.

e Simplemente debemos calcular la raiz cuadrada de cada uno de los términos y utilizarlos para es-
cribir un producto conjugado:

Vi1ext = 4x?

36y = 6y°
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o Al escribir el producto conjugado obtenemos la factorizacion:

16x*—36y1%=(4x*>+6y°)(4x*>—6y°)

e Puedes verificar que el resultado es correcto realizando la multiplicacién.

Observa que pudimos haber transformado la diferencia de cuadrados con las siguientes sustituciones:
m=4x? n=6y%, yobtener:
16x*—36y'%=m?—n?

Al factorizar obtenemos:
2

m?>—n?=(m+n)m-n)
y al sustituir los valores definidos de m y n nos da:

16x*-36y%=m?>—n’=(m+n)m—-n)=4x*+6y5)(4x*—6y°)

Esto muestra que estamos utilizando el producto notable, pero para un caso mds general.

Factoriza: .
25x7 9 Ejemplo 12
81 m#

¢ En este caso tenemos una diferencia de cuadrados, porque:
5x3)*  25x6
9 ) 8l

329
m?) ~ m*

e Entonces, de acuerdo con la férmula, tenemos:

25x6 9 5x3+ 3 5x3 3
81 m* \ 9  m? 9 m?

Factoriza:
8x®—27y'? Ejemplo 13

e Aqui tenemos el caso mds laborioso, pero igual de sencillo: se trata de una diferencia de cubos.
e Primero sacamos la raiz ctibica de cada término:

Vexd=2x porque (2x)*=8x°

V27y2=3y*  porque (3y4)3 =27y
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e Ahora sustituimos de acuerdo a la férmula:

(x—a)x*+ax+a?

(2x)° - (3y4)3

(2x-3y%) ((2x)2+ (3y") @)+ (3y4)2)
(2x—3y4) (4x2+6xy4+9y8)

¥ —ad
8x3—27y'?
@x) - (3")°

e En conclusion:
8x3—27y2= (Zx —3y4) (4x2 +6xy4+9y8)

Para que puedas identificar rdipidamente qué caso de factorizacién debes utilizar trata de ver qué estruc-
tura tiene el polinomio que deseas factorizar.

Utiliza los procedimientos que se explican en los ejemplos, dependiendo de la estructura de cada poli-
nomio.

No todos los polinomios se pueden factorizar. Por ejemplo, x? + 1 no se puede factorizar, a pesar de que
parece sencillo.

Cuando un polinomio no se pueda factorizar, es decir, no se pueda expresar como el producto de otros
polinomios lineales (de grado 1) o cuadraticos (de grado 2), diremos que es un polinomio primo.

En caso de que si sea posible factorizarlo, diremos que ese polinomio es compuesto.

En la lista de ejercicios se incluyen solamente polinomios compuestos para que practiques la factor-
izacién y adquieras destreza en este procedimiento tan importante en matematicas.

[ Ejercicios 2.2.5 Factoriza cada una de las siguientes expresiones.
1) 64+48v+9v2= R.(8+3v)?
2) 81+108v+36v%= R.(9+6v)?
3) 814+126v+49v2= R.(947v)?
4) 1+12v+360v%= R.(1+6v)?
5) 81+18v+wv?= R.(9+v)?
6) 81+90v +25v2 = R.(9+45v)
7) 81—90v+250v%= R.(9—-5v)?
8) 64+64v+16v2= R.(8+4v)?
9) 4+20v+25v2= R.(2+5v)?
10) 49+126v+81v?= R.(7+9v)?
11) 25—-10v+v?= R.(5—v)?
12) 49+56v+160v%= R.(7+4v)?
13) 64—80v+250v2= R.(8—5v)?
14) 1-14v+490v2 = R.(1-7v)
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15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)
40)
41)
42)
43)
44)
45)

46)

1+18v+8lv?=
25—40v+160v2 =
1+8v+16v2=
16+24v 4902 =
4—16v+160v2=
9—-42v+49v?=
49+ 14v+v?=
36+60v+250v2=
81—-36v+4vi=
36—-36v+9v2=
9—42p+49v% =
64+32v+4v2=
1+2v+v2=
36—12v+v2=
49+126v+8lv?=
25-20v+4v?=
16+56 v +49v2 =
49-42v+9v? =
9-30v+250v2=
—20+14x+24x%=
454+4x +x?%=
—14+47x+30x%2=
—14+17x+72x%=
—214+19x+4x2=
16+42x+18x2=
16+68x +42x2 =
9+34x+8x2=
15+5x4+20x2 =
—724+3x+9x2=
—6+9x+6x2=
54+8x—21x2=

56—12x —20x% =

Efrain Soto A.
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R.(14+9v)?
R.(5—-4v)?
R.(1+4v)?
R.(4+3v)?
R.(2—4v)?
R.(3—7v)?

R. (7+v)?

R. (6+5v)?
R.(9—-2v)?
R.(6—-3v)?
R.(3—7v)?
R.(8+2v)?
R.(1+v)
R.(6—v)?
R.(7+9v)?
R.(5—-2v)?
R.(4+7v)?
R.(7—3v)?
R.(3—-5v)?
R.(4+6x)(—5+4x)
R.(5+x)9+x)
R.(7+6x)(—2+5x)
R.(1+8x)(—1+9x)
R.(3+x)(—7+4x)
R.(8+3x)(2+6x)
R.(8+6x)(2+7x)
R.(9+2x)(1+4x)
R.(5+5x)(3+4x)
R. (9+3x)(—8+3x)
R.(2+x)(—3+6x)
R.(5—-7x)(1+3x)

R.(7—5x)(8+4x)
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47)
48)
49)
50)
51)
52)
53)
54)
55)
56)
57)
58)
59)
60)
61)
62)
63)
64)
65)
66)
67)
68)
69)
70)
71)
72)
73)
74)
75)
76)
77)

78)

12—-24x—36x%2=
—3+4+15x—18x2=
8—-50x—42x%=
72+61x+10x2=
—8+28x—20x2=
4+12x—7x%=
—2+422x—48x%=
24+78x+54x2=
24+4x+2x%=
6—8x—8x2=
8+37x—15x2=
—254+65x —36x2 =
20+13x—15x2=
—20+26x+18x%2=
74+21x+14x2=
—74+25x—12x2=
3+19x—72x%2=
40—-57x —27x%=
—4—-2x+56x2=
24+6x —18x%2=
—9+39x—-36x2=
36x2—9yt=
x2—9yt=
x2—64yt=
64x2—8ly*=
8x2—4yt=
25x2—16y*=
64x2—8ly*=
49x% —yt=
4x2—49yt=
4x2—-25yt=

16x2—-25y4=
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R.(3—-9x)4+4x)
R.(1-3x)(—3+6x)
R.(1-7x)8+6x)
R.(9+2x)(8+5x)
R.(4—4x)(—2+5x)
R.(2—x)2+7x)
R.(1—8x)(—2+6x)
R.(6+6x)(4+9x)
R.(1+x)2+2x)
R.(1-2x)(6+4x)
R.(8—3x)(1+5x)
R.(5—-4x)(-5+9x)
R.(5—-3x)4+5x)
R.(4+2x)(—5+9x)
R.(1+2x)(7+7x)
R.(7—4x)(—1+3x)
R.(3—8x)(1+9x)
R.(5-9x)(8+3x)
R.(2+8x)(—2+7x)
R.(8—6x)(3+3x)
R.(3—4x)(—3+9x)
R.(6x+3y?)(6x—3y?)
R. (x+3y2)(x —3y?)
R.(x+8y?)(x+8y?)
R.(8x+9y?)(8x—9y?)
R.(9x+2y2)(9x —2y?)
R.(5x +4y2)5x +4y2)
R.(8x+9y%)(8x+9y?)
R.(7x+y2)(7x —y?)
R.2x+7y2)(2x—7y?)
R.(2x+5y%)(2x—5y?)

R.(4x—-5y%)(4x+5y?)
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2.2 Problemas geométricos y algebraicos

79) 25x%2—9y4=
80) x2—64y*=
81) 81x2—y4=
82) 9x2—4yt=
83) 81x2—49y*=
84) 4x%—8ly*=
85) 25x2 — 64yt =
86) 16x2—36y*=
87) 4x2—8lyt=
88) 25x2—64yt=
89) 49x%2—25y4=
90) 9x2— 64yt =
91) 64x2—8ly*=
92) 36x2—9yi=
93) x2—36y%=
94) 4x%2—16y*=
95) 9x2—9y*=
96) 81x%2—64y*=
97) 9x%2—yt=
98) x2—16y*=
99) 25x2—8ly*=
100) 36x%2—y4=

101) 8x3+24x%2y+24xy?+8y3=

102) 27x34+108x%y +144xy%+64y3=

103) 512x3+576x2y +216xy2 +27y3 =

104) 8x3+108x2y +486xy2+729y3=

105) x3+27x%y 4+243xy*+729y%=

106) 64x3+240x2y +300xy2+125y3 =

107) 125x34+300x%y +240xy%+64y3 =

108) x3+15x2y +75xy%+125y3 =

109) 27x34+216x%y +576xy%+512y3 =

110) x3+12x%y +48xy%2+64y3=

R.(5x+3y%)(5x—3y?)
R. (x +872)(x —8y2)
R.(9x—y?)(9x+y?)

R.(3x—2y2)(3x+2y2)

R. (9x—7y2)(9x +7y?)

R.(2x—-9y?)(2x+9y?)

R.(5x —8y2)(5x +8y2)

R.(4x+6y?)(4x—6y?)

R.2x+9y%)(2x—-9y?)

R.(5x—8y?)(5x+8y?)

R.(7x—=5y%)(7x+5y?)

R.(3x—8y%)(3x +8y2)

R.(8x—9y?)(8x+9y?)

R.(6x+3y2)(6x—3y?)
R.(x —6y?)(x+6y?)

R.(2x —4y2)2x +4y2)

R.(3x+3y%)(3x —3y2)

R.(9x—8y2%)(9x+8y?)
R.(3x —y2)(3x +y2)
R.(x+4y?)(x—4y?)

R.(5x+9y%)(5x—9y?)

R.(6x+y2)(6x—y?)
R.(2x+2y)p
R.(3x+4y)
R.(8x+3y)
R.2x+9y)?

R.(x+9y)3
R.(4x+5y)
R.(5x+4y)3
R.(x+5y)
R.(3x+8y)®

R.(x+4y)

Efrain Soto A.
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Polinomios de una variable

2.2.6 SIMPLIFICACION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS

Asi como los polinomios son una generalizaciéon de los niimeros enteros, las fracciones algebraicas son
una generalizacién de las fracciones. La Ginica diferencia que veremos es que ahora en el numerador y/o
en el denominador veremos polinomios.

Seguramente recuerdas realizar las operaciones con fracciones. Pues con esos mismos procedimientos
realizaremos las operaciones con fraciones algebraicas.

1 1
j Simplifica: — 4+ — =
Ejemplo 1 implifica T + Y

e Aquivamos a suponer que x y y son nimeros... De hecho, eso representan...
e Asique vamos a utilizar el procedimiento para sumar fracciones:

1 1 y+x

Xy Xy

¢ Observa que en realidad primero encontramos fracciones equivalentes a cada una de las fracciones
algebraicas que se estdn sumando, porque:

Ly
X Xy v

e Asique sumar:

e Eslo mismo que sumar:
y X  y+x

xy xy xy
porque ahora tenemos denominador comun.

Simplifica:
3 2

—+ =
X—y x+Yy

Ejemplo 2

e Empezamos encontrando el minimo comtn denominador, que es en si el minimo comtn multiplo
de los denominadores.

e En este caso, es igual al producto de los denominadores:

3 .2 _
x—y x+y (x—y)x+y)

o Ahoravamos arealizar el mismo procedimiento que con las fracciones que tienen ntimeros en lugar
de literales,

e es decir, vamos a multiplicar cruzado:

3 2 3(x+y)+2(x—y)
x—y x+y  (x-ylx+y)
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o Ahorarealizamos las operaciones y simplificamos hasta donde sea posible.

3(x+y)+2(x—y)  3x+3y+2x-2y
(x=y)Nx+y) (x=y)Nx+y)
_ 5x+y
(x=y)Nx+y)
e Entonces,
3 2 5x+y

=y Txty T -yaty)

Algunas de las fracciones que vamos a simplificar se verdn muy dificiles, pero en realidad, lo que tenemos
que hacer es aplicar los procedimientos que normalmente usamos con las fracciones (con niimeros en el
numerador y en el denominador), realizar las operaciones que queden indicadas y terminamos.

Simplifica:
x y ]
— 5= Ejemplo 3

<
=

En este caso tenemos que utilizar el mismo procedimiento...

e Primero encontramos en minimo comun denominador:

X y
e

x2y2

Ahora realizamos el producto cruzado:

Esto significa que:

Algunas veces nos servird factorizar para simplificar los resultados o las fracciones antes de empezar con
las operaciones.

Simplifica:
x2-3x—-10 x>+7x+12

= Ejemplo 4
x2+2x-3 x%2+6x+8

e Primero factorizamos todos los polinomios que se encuentras en los numeradores y denominadores
de las fracciones:

x2—3x-10 = (x+2)(x—5)
x+2x-3 = (x+3)(x-1)
X+7x+12 = (x+3)(x+4)
+6x+8 = (x+4)(x+2)
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o Entonces, podemos escribir la operacion de la siguiente manera equivalente:
x2—-3x—-10 x*4+7x+12 (x+2)(x—5) (x+3)(x+4)
x24+2x—-3 x246x+8 (x+3)(x—1) (x+4)(x+2)

e Ahora realizamos la multiplicacién como se hace con las fracciones con nimeros: multiplicamos

numerador por numerador y denominador por denominador:
x2-3x—-10 x2+7x+12 (x+2)(x—=5) (x+3)(x+4)
¥24+2x—-3 x2+6x+8  (x+3)x—1) (x+4)(x+2)
LeA-2)(x — 5)(cA-3)(xA+4]
LeA3)x — DxeA+4]x+2]
xX—5

x—1

La divisién también se realiza exactamente de la misma manera que con los ntimeros: multiplicamos
cruzado...

Simplifica:
x24+2x-35  x?2—-4x-5

¥2+11x+18  x2+10x+9

Ejemplo 5

e Empezamos factorizando los polinomios:

x>+2x-35 = (x+7)(x-5)
xX24+11x+18 = (x+2)(x+9)
x>—4x-5 = (x=5)(x+1)
X>+10x+9 = (x+9)(x+1)

e Ahora podemos expresar la operacion y simplificar el divisor:
x>+2x—-35 x?2—4x-5 (x+7)(x—5)  (x—5)(x+1)

x2+11x+18  x2+10x+9  (x+2)x+9)  (x+9)x+1
(x+7)(x—=5) x-5

(x+2)(x+9) " x+9

lo cual simplifica nuestra operacion.

e Ahora realizamos la division:

x?+2x-35  x*—-4x-5  (x+7)(x-5) x-5
X2+11x+18 ~ x2+10x+9  (x+2)(x+9)  x+9
x4+ 75Nk +9)
T (x4 2) A9 —5)
X+
X422

e Entonces,
x?+2x-35  x?—4x-5 x+7

x2+11x+18  x2+10x+9 x+2

Si no recuerdas cémo realizar una operacién con fracciones algebraicas, basta recordar cémo realizas
las operaciones con las fracciones que tienen niimeros en el numerador y en el denominador. Debes
usar exactamente el mismo procedimiento, porque los polinomios representan niimeros, y las fracciones
algebraicas se forman a partir de polinomios.
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Realiza las operaciones que estan indicadas y simplifica el resultado hasta su minima expre- Ejercicios
sion. 2.2.6
1) 1 n 2 R —1143x
x—1 x-9 (x—1)(x—9)
6 5 5+11x
2) —+ ——
x—5 x+45 (x—=5)(x+5)
1 2 154+3x
3) —+ ————
X+6 x+3 (x+6)(x+3)
4 1 —154+5x
4) ——+ ——
x+9 x—6 (x+9)(x—6)
5) 6 n 2 R —52+8x
x+1 x-9 (x4 1)(x-9)
8 4 24+12x
6) —— + Ri ———
x+2 x+42 (x+2)(x+2)
7 4 74+11x
7 ——+ e
x+8 x+6 (x+8)(x+6)
8) 1 n 9 —-56+4+10x
xX—6 x-2 T(x—6)(x—2)
7 7 21+14x
9) ——+ ————
x—3 x+6 (x—3)(x+6)
10) 2 n 5 2+7x
x+2 x—4 T(x+2)(x—4)
1 3 + 6 R 66+9x
x+9 x+4 C(x+9)(x+4)
5 8 —7+13x
12) ——+ R —
x+1 x-3 (x+1)(x—3)
4 9 14+13x
13) ——+ —
x+2 x-1 (x+2)(x—1)
14) 3 n 6 -9+4+9x
x—2 x+1 T(x—=2)(x+1)
7 2 —-36+9x
15) ——+ ——————
x+3 x—6 (x+3)(x —6)
3—-6x 9-—x —39x2+64x+33
16) + R.
9x+2 5x+5 (9x+2)(5x+5)
6+8x 1+2x 42x%4+41x+15
17) + Ro—m—F——
9x—9 3x+4 9x—9)(3x+4)
18) 4—-2x 7+3x x2+8x—59
x—5  x—6 " (x—=5)(x —6)
19 3+6x+5+4x 54x2+59x —5
6x—4 5x+5 " (6x—4)5x+5)
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20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

6+6x
2x—6

8+4x

+
7x—9

9-5x
8x—7

44-9x
x—8

9+x
x+3

3+4x
x+7

14+3x
3x—5

5+7x
x—3

8—6x
3x+1

2—4x

+
2x+9

9+7x
4x—4
4

x—2_

5

x+1_

9—-4x
x+1

4—-9x
6x+1

3+4x
9x—4

5—-8x
2x+1

1-8x

+
7x—4

9-5x

+
3x—8

9+7x
8x—1

5+4+8x
5x+9

9+4x

+
2x—6

2—4x
7x—3

3—6x

3x—-2

5
x+8

1
x—4
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—2x%2+54x—48
2x—6)x+1)

—39x2+161x—28
(7x—=9)6x+1)

—13x2+97x—57
T (B8x—-7)(9x—4)

10x%2+86x —36
T (x—8)2x+1)
—x2+36x—33
T (x+3)(7x—4)
R 7x2—49x+39
" (x+7)(3x-8)
45x% —3x —46
"(Bx—5)8x—1)
43x2+69x+30
" (x—=3)5x49)
0x2+83x—39
"(Bx+1)(2x—6)
—36x2—6x+12
T (2x+9)(7x —3)
—3x2+49x—-30
" (4x—4)(3x—2)
R 42 —x
“(x—-2)(x+8)
—21+4+4x
T(x+1)(x—4)
—424+6x
" (x —4)(x —6)
R —63
“(x+6)(x—3)
23+x
T(x—1)(x+5)
52+4+5x
T(x+2)(x+9)
R 42
"(x—6)(x+8)
—-16+4+5x
" (x—5)(x—4)
3-3x
"(x=3)(x—5)
—16+2x
T(x+8)(x+4)
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7 3
41) —— —
x+7 x+3
3 7
42) —— —
x—1 x-—4
8 4
43) —— —
x+9 x-—-6
1 3
44) —— —
x—3 x-—7
7 7
45) —— —
xX—6 x-—-2
3+7x 1+5x
46) -
x+3 2x—1
4—x 24+9x
47) —

5x+7 9x+3

1+5x 7—-4x

48)

6x+3 4x+9

9+8x 74+2x
49) -

6x+9 4x+9

24+8x 1+43x
50) -

x—5 5x—1

6—-5x 345x

51)

3x—5 2x+45

5—-6x 7—x
52) -

9x—1 4x+9

3—3x 9-—-4x
53)

9x—-5 5x+8
8+6x 8—x
54) —
5x—5 9x49
1+4x 8-3x
55) -
2x+6 9x+1
6—x 5-—-2x
56) —— —
x—6 bx—4
9—-4x 2+42x
57) -

2x—2 4x+9

54+44x T7+7x

58) -
3x+6 8x-—-4
3—4x 5+3x

59) -
6x+4 7x-—8
5—-7x b547x

60) -

x—5 2x—9
Efrain Soto A.

www.aprendematematicas.org.mx

4x

R%x+nw+$

—5—4x

STy p—y

—84+4+4x

" (x+9)(x—6)

2—2x

R G-

28

R. (x—6)(x—2)

9x2—-17x—6

T(x+3)2x—-1)

—54x%2—-40x -2

" (5x+7)9x+3)

44x%24+19x—12

" (6x+3)4x4+9)

20x2+48x+18

T (6x+9)(4x+9)

37x24+16x+3

" (x-5)(5x—-1)

—25x2+3x+45

" (3x—=5)2x+5)

—15x2—-98x +52

T (9x—-1)(4x+9)

21x?>—110x+69

" (9x—5)(5x+8)

59x2+8lx+112
© (5x—-5)(9x+9)

42x%2+15x —47
" (2x4+6)9x+1)
—3x2+17x+6
" (x—6)5x—4)
—20x2+85
"(2x—2)4x+9)
11x2—-39x —62
" (3x+6)(8x—4)

—46x%2+11x—44
) (6x+4)(7x—8)

—21x%2+103x—20
(x—=5)2x—-9)
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x2—14x+45
Rn————
x2-9x+8

x24+10x+9
Tx2—7x+12
x2—-5x—-24
x2-8x+15

x2+x-2
"x24+7x—18
x2+2x—48

R. r
x2—x-2

x2—-10x+16
T x243x-18
x2—14x+45

x2-2x-3

x2+7x—8
" x2—13x+36

x2-3x—18
Rn——
x2+5x—36
x2—-2x-35
Tx244x-21
xX2—-7x+12
"x2+13x+36

x2+8x+7
x2-81

x2+3x—54
xX24+x—2

x2—-12x+27
x2—64

x—6

Tx+7

x2+7x—18

T x2414x+49

x—3

‘x+8
x2+2x-8

T x24+13x 440

x24+7x+6
"x2—-10x+16

x2+6x—16
" x2+13x+42
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2.2 Problemas geométricos y algebraicos

81)

82)

83)

84)

85)

86)

87)

88)

89)

90)

91)

92)

x+5 x+1 R X+5
x—-9 x-9 Tx+1
x+2 x+9 R x2—-5x—-14
x—9 x-7 Tox2-81

x+7 x-3 R x2—x—56
x—7 x-8 Tx2—10x+21
x—2 x+8 R x2+7x—18
x+8 x+9 " x24+16x+64
x+7 x—4 R x2+13x+42
x—=7 x+6 "x2—11x+28
x+6 x-8 R x2+11x+30
x+9  x4+5 ox24x-72
xX+7  x+6 x2+6x—7
x—4 x-1 Tx2+2x-24
x—9 x—-4 R x2—17x+72
x+3 x-8 Tox2—x-—12
xX—9 x-2 Rx2—14x+45
x—2 x-5 T ox2—4x+4
X+5  x+4 R x> +8x+15
x—1" x+3 T x243x—4

Reto: (Fisica) Las unidades de la aceleracion son: m/s2. La definicion de aceleracién, matematica-
mente estd dada por la siguiente férmula:

_ Vr— Vi _AU
=t At

Sabiendo que las unidades de velocidad son m/s, justifica por qué aparecen en el denominador se-
gundos al cuadrado.

Reto: (Fisica) En la seccion 22 interpretamos la informacién que nos da la aceleracién. ;Sigue teniendo
sentido las unidades que aparecen en el denominador de m/s?? (Justifica tu respuesta)
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Capitulo 3

Ecuaciones de primer grado

Por aprender...

3.1. Ecuaciones de primer grado

3.1.1. Ec. de primer grado con una incégnita
3.1.2. Relacién de la Ec. de ler grado con la funcién lineal

3.1.3. Interpretacién Grafica
3.2. Sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas

3.2.1. Métodos algebraicos para resolver S.E.L.

v Eliminacién (Suma y resta)
v Sustitucioén

v lgualacién

v/ Determinantes

3.2.2. Interpretacion grafica de un S.E.L.
3.3. S.E.L.’s de tres ecuaciones con tres incégnitas

3.3.1. S.E.L.'s de tres por tres con y sin solucién

Por qué es importante...

Las ecuaciones lineales nos ayudan a resolver problemas aplicados a diferentes contextos. Negocios,
Quimica, Fisica, Administracién, Computacién, etc., frecuentemente requieren de la solucién de sistemas
de ecuaciones lineales.
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3.1 Ecuaciones de Primer Grado 109

3.1 ECUACIONES DE PRIMER GRADO

Vamos a empezar el estudio de las ecuaciones de primer grado con el caso més sencillo.

Poco a poco iremos estudiando casos mds complicados.

3.1.1 Ec. DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

Una ecuacioén es una expresion matematica que iguala dos cantidades. Por ejemplo, 547 =12.

Empezamos la solucién de ecuaciones con el siguiente juego.

Pensé un nimero. Primero lo multipliqué por 7, al resultado le sumé 1 y finalmente obtuve

50. ;Qué numero pensé? Ejemplo 1

No sabemos de inicio qué niimero penso.

e Solamente sabemos que cuando multiplicé por 7, le sumé uno y obtuvo 50.
e Supongamos que pensé el niimero x.

e Cuando lo multiplicé por 7 obtuvo: 7 x

e Después, cuando sumd 1 con lo que tenia: 7x 41

e Y este valor es igual a 50: 7x + 1 =50.

e Antes de tener 50 tenia: 7x =50 — 1, porque todavia no sumaba 1.

o Esdecir, 7x =49.

¢ Yantes de multiplicarlo por 7 no tenia 49, sino la séptima parte de 49:

X 49
7— = X=—= 7
7 7
¢ Esto significa que pens6 el namero 7.
e Ahora verificamos que es verdad:
7x+1 = 50
7(N+1 = 50

En el primer ejemplo lo que no conociamos era el nimero que pensé. En una ecuacion, la incégnita
representa un dato que no conocemos. Por eso, en el ejemplo anterior representamos la incégnita con la
letra x.

Las incégnitas se representan por medio de letras cuando escribimos una ecuacion.

El grado de una ecuacién indica el mayor exponente que tiene alguna incégnita de la misma. En el ejem-
plo del nimero que pensé, la incégnita tiene exponente 1, por eso es una ecuacién de primer grado.

Una ecuacion puede tener mds de una incégnita, pero en esta leccion, solamente estudiaremos las ecua-
ciones con una incégnita.

Dejaremos las ecuaciones con mds incégnitas para més adelante. Para poder resolver ecuaciones con
varias incégnitas primero necesitas entender como se resuelven las ecuaciones de primer grado con una
incégnita.
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Resuelve la siguiente ecuacién:

Ejemplo 2 3x+5=20

e Podemos razonar igual que en el ejemplo anterior: primero multiplicaron por 3, y al resultado le
sumaron 5y finalmente obtuvieron 20.

o Elproblema dice: «Pensé un ntimero, lo multipliqué por 3, al resultado le sumé 5 y obtube 20. ;Qué
numero pensé

e Antes de sumar 5 no tenian 20, sino 20—5=15

3x+5-5=20-5=15

e Y antes de multiplicar por 3 no tenian 15, sino 15/3:

15
3—x:x:—:f)

3 3
¢ Esoindica que la solucién de la ecuacién es x =5.

e Comprobacién:

3x+5 = 20
3(6)+5 = 20
1545 = 20

La solucién de una ecuacién es el (conjunto de) valor(es) que debe(n) tomar la(s) incégnita(s) para que la
igualdad resulte verdadera.

En el ejemplo anterior la solucién de la ecuacion es x =5 porque cuando sustituimos este valor, la igual-
dad se cumple. Sin embargo, cuando sustituimos otro valor la igualdad no se cumple. Por ejemplo, si
sustituimos 1 en lugar de x obtenemos:
3x+5 = 20
3(1)+5=8 # 20
Las ecuaciones de primer grado pueden tener més de una solucién. También es posible que no tengan
solucio6n.

Algunas ecuaciones tienen incégnitas en ambos lados de la igualdad.

Ejemplo 3

Resuelve la siguiente ecuacién lineal:

2x+2=x+6

e Observa que tenemos tanto niimeros en ambos lados de la igualdad como incégnitas.

o Laprimera estrategia consiste en restar 2 en ambos lados de la ecuacién para que del lado izquierdo
de la igualdad desaparezca el 2:

2x+72-7 = x+6-2
2x = x+4

www.aprendematematicas.org.mx Efrain Soto A.



3.1 Ecuaciones de Primer Grado 111
e Ahora vamos a restar x en ambos lados de la iguadad para que tengamos la incégnita solamente en
el lado izquierdo de la igualdad:
2x—x = f+4-4
x = 4
e Entonces, la solucién de la ecuacién es: x = 4.
e Comprobacion:
2x+2 = x+6
24)+2 = (4)+6
8+2 = 10
Resuelve la siguiente ecuacion lineal:
5x—-2=3x+2 Ejemplo 4

e Primero podemos sumar en ambos lados de la igualdad 2:

5x—Z+7Z = 3x+2+2
5x = 3x+4

Ahora podemos sumar en ambos lados de la igualdad el término: —3 x

5x—3x = 34+4-3%X
2x = 4

Finalmente dividimos ambos lados de la igualdad entre 2 y obtenemos:

Zx 4
7 2
x = 2

Esto nos indica que la solucién de la ecuaciéon: 5x —2=3x+2es: x =2.

e Comprobacién:
5x—-2 = 3x+2
52)-2 = 3(2)+2
10-2 = 6+2
8§ = 8

Hasta aqui hemos trabajado con ecuaciones con coeficientes enteros. Sin embargo también podemos
encontrar ecuaciones con coeficientes fraccionarios.

El método de solucién de las ecuaciones lineales con coeficientes fraccionarios es exactamente igual que
su contraparte con coeficientes fraccionarios. La tinica diferencia consiste en que ahora en lugar de re-
alizar operaciones con ntimeros enteros, las tendremos que hacer con fracciones.
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Resuelve la siguiente ecuacién lineal:

Ejemplo 5 3 5

¢ Empezamos notando que tenemos coeficientes fraccionarios.

o Para empezar simplificando la ecuacién vamos a sumar —1 en ambos lados de la ecuacién:

3 5

—x+f—-f = —--1

2 r-1 4
3 5 4
—-X — —_— =
2 4 4
3 1
—X — -
2 4

e Observa que tomamos ventaja del hecho de que un nimero (disntito de cero) dividido por si mismo
siempre es igual a la unidad.

o Eso nos permite escribir al nimero 1 como la fraccién 4/4, asi es més fécil realizar la resta de frac-
ciones, dado que tenemos el mismo denominador.

o Si eres observador, ya te habrds dado cuenta que cuando queremos simplificar una ecuacién que
tiene un coeficiente k, dividiamos por ese niimero.

e Pero dividir por el coeficiente k es lo mismo que multiplicar por el nimero 1/k, es decir, por su
reciproco.

¢ Entonces, ahora debemos multiplicar por 2/3 amboslados de la igualdad para simplificar la ecuacién:

Il | =

— [SSRIN\S]
[\JlN .
| =

e Entonces, la solucién de la ecuacién es x =1/6.

e Para verificar que la solucién es correcta, basta sustituir el valor de la solucién en la ecuacion:

g-(x)+1
AN AT
B -

3
E-I-
+

—_
I
Bl RGO

IS

1
4

o Entonces, la solucién de la ecuacién es correcta, porque la igualdad se cumple.

Como puedes ver, la solucién de ecuaciones con coeficientes fraccionarios utiliza exactamente el mismo
procedimiento que las ecuaciones con coeficientes enteros.
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Independientemente de la complejidad de la ecuacién lineal con coeficientes fraccionarios, siempre pode-
mos resolverla utilizando el mismo procedimiento para resolverla suponiendo que sus coeficientes son
enteros.

Esto es asi porque tanto los nimeros enteros como los niimeros racionales (las fracciones) son niimeros
reales, y cuando resolvemos una ecuacién suponemos que esta tiene solucién en el conjunto de los
ndameros reales.

Salvo el ejemplo donde se pensé un ntimero, las ecuaciones que hemos resuelto nos han servido so-
lamente para ejercitarnos mentalmente y entender cémo pensamos cuando resolvemos un problema
practico.

Pero en realidad las ecuaciones lineales se inventaron para resolver problemas cotidianos.

El siguiente ejemplo muestra un problema donde las aplicamos.

Carmela tiene el triple de afios que su hija Maria. Ambas edades suman 60 afios. ;Qué edad

tiene cada una de ellas? Ejemplo 6

¢ Si Maria tiene x afios, entonces, Carmela tiene 3 x anos (el triple de la edad de su hija).
e La suma de las dos edades es 60 afios. Entonces,

Edad de Maria+ Edad de Carmela =60

e Matematicamente, tenemos:

x+3x = 60
4x = 60
Ax 60
Y

x = 15

e Es decir, Maria tiene 15 afios (recuerda que x representa la edad de Maria), y su mamd Carmela
tiene: (3)(15) = 45 anos.

e Y cumple con la condicién de que al sumar las edades obtengamos 60: 15+ 45 = 60.

En matemadticas también se usan ecuaciones para resolver problemas geométricos que, muchas de las
veces corresponden a problemas practicos.

Don Macario comproé un terreno. Para cercarlo completamente necesité 42 metros de malla.
El terreno tiene forma rectangular y el largo mide el doble del ancho. ;Cuéles son las dimen- Ejemplo 7
siones del terreno?

o Esteproblema enrealidad es de geometria: «Encontrar las dimensiones del rectangulo con perimetro
42 con el largo igual al doble del ancho.»

o Nosotros lo vamos a aplicar al problema de Don Macario.

o Para formarnos una idea mas clara del problema vamos a dibujar un diagrama con la informacién
que tenemos:
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Terreno de Don Macario X

2x

Observa que x representa la longitud del ancho del rectdngulo, y el largo, por ser igual al doble del
ancho, lo obtenemos multiplicando x por 2.

La longitud de la cerca que utilizaron debe ser igual al perimetro del rectdngulo.

El perimetro del rectangulo es igual a la suma de las longitudes de los lados del terreno:
(x+2x)+(x+2x)=6x

y sabemos que esa longitud es igual a 42 metros, la longitud de la malla.

Entonces, la ecuacion lineal que modela esta situacion es:

6x =42

Esta ecuacion es muy fécil de resolver.

En palabras nos dice: «Pensé un niimero (x) lo multipliqué por 6 y obtuve 42. ;Qué niimero pensé
La respuesta es inmediata: pens6 7, porque (6)(7) = 42.

Recuerda que x representa la longitud del ancho del terreno.

Entonces, las dimensiones del rectdngulo son: 7 metros de ancho y 14 metros de largo.

Vamos a verificar que este resultado realmente satisface las condiciones del problema.

El ancho mide 7 metros y el largo el doble, es decir, 14 metros.

El perimetro es igual a la suma de 747+ 14 4 14 = 42 metros.

Entonces, el problema esté resuelto correctamente.

Otra forma de resolver el problema es como sigue: Sabemos que necesitaron 42 metros de malla para
cercar el terreno. Del diagrama es evidente que se requieren x + 2 x metros de malla para cercar la mitad
del terreno, y la mitad de 42 metros es 21 metros.

Entonces,

x+2x=3x=21

Y para que la igualdad se cumpla se requiere que x = 7, porque la igualdad nos dice: «Pensé un nimero,
lo multipliqué por 3 y obtuve 21» — Pues debi6 pensar el nimero 7.

Otro problema aplicado es el siguiente.

Ejemplo 8

En Monterrey, N.L., un taxi cobra $7.40 pesos al pedir servicio, més $4.70 pesos por kilémetro
recorrido. Cuando vamos a comprar la despensa de mi casa pagamos $21.50 pesos. ;A qué
distancia en kilémetros estd el supermercado?
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o Nuestra incégnita, es decir, el valor que queremos calcular, es la distancia de mi casa al super.
e Vamos a denotar a ese nimero con la letra x.

e Sabemos que por cada kilémetro que recorre el taxi me cobra $4.70 pesos més.

e Esdecir, si recorre un kilémetro me cobra $7.40 pesos + $4.70 pesos mas.

¢ Sirecorre dos kildmetros me cobra $7.40 pesos + (2)($4.70) pesos maés.

e Y sirecorre tres me cobrara: $7.40 pesos + (3)($4.70) pesos mas.

e Y asisucesivamente...

e Sirecorri6 x kilémetros debemos pagar: 7.40+4(4.70)(x).

e Tuve que pagar $21.50 pesos, entonces:

21.50=7.40+(4.70)(x)

e Lo que necesitamos es calcular el valor de x para que se cumpla la igualdad.
o Esta ecuacion se resuelve igual que los casos de los ejemplos anteriores.

¢ Empezamos sumando en ambos lados de la igualdad —7.40:

21.50—7.40 = Z40+4.70-x —740
1410 = 4.70-x

e Ahora dividimos ambos lados de la igualdad entre 4.70:

1410  470-x
470 470
3 = x

¢ Entonces, la distancia que hay desde mi casa hasta el supermercado es de 3 kilémetros.

e Ahora vamos a verificar que esto sea correcto:

P = 7.40+4.70-x
7.40+(4.70)(3)
= 7.40+414.10
= 2150

que es precisamente lo que pagamos al taxista.

Isabel tiene en total $65.00 pesos en 22 monedas. Algunas monedas son de $2.00 pesos y las

demas son de $5.00 pesos. ;Cudntas monedas tiene de cada denominacién? Ejemplo 9

e Sabemos que tiene en total 22 monedas.

e Siella tuviera 10 monedas de $2.00 pesos, las demas, es decir, 22 — 10 = 12 monedas serian de $5.00
pesos.

o Entonces, si tiene x monedas de $2.00 pesos, las de $5.00 pesos serdn 22 — x monedas.
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e La cantidad de dinero que tiene en las monedas de $2.00 pesos es: 2 x.
e La cantidad de dinero que tiene en monedas de $5.00 pesos es: 5-(22 — x).
e Y en total sabemos que tiene $65.00 pesos.

e Si sumamos el dinero que tiene en monedas de $2.00 pesos con las de $5.00 pesos obtenemos lo
que tiene en total.

¢ Entonces, la ecuacién que modela esta situacion es:
65=2x+5-(22—x)
e Para resolverla empezamos multiplicando por 5 dentro del paréntesis:
65 = 2x+110—-5x
65 = 110—-3x
e Ahora sumamos en ambos lados de la ecuacién: 3 x para simplificarla:
65+3x = 110—3«%+3«
65+3x = 110

e Ahora sumamos —65 en ambos lados de la igualdad:

65+3x—65 = 110—65
3x = 45

¢ Finalmente, dividimos ambos lados de la igualdad entre 3:

Ax 45
i 3
x = 15

e Recuerda que x representa la cantidad de monedas de $2.00 pesos que tiene Isabel, entonces, tiene
22 —15=7 monedas de $5.00 pesos.

e Vamos a verificar que los calculos sean correctos.

65 = 2x+5-(22—x)
65 = 2(15)+5-(22—15)
65 = 3045-(7)

65 = 30435

Esto nos indica que el resultado es correcto.

En el ejemplo anterior, si hubieramos encontrado que la solucién de la ecuacién no era un niimero entero
(silo es), entonces deberiamos revisar nuestro procedimiento, porque Isabel no puede tener, por ejemplo,
12.33 monedas de $2.00 pesos.

En caso de que revisaramos el problema y vieramos que el resultado es correcto, entonces podriamos
concluir que el problema no tiene sentido fisico, a pesar de que tiene solucién matemadtica. En otras
palabras, el problema estd mal planteado. Indicar esto también puede ser la solucién a un problema.

David compré 9 manzanas. En el camino a su casa se comi6 2 de esas manzanasy el resto las
Ejemplo 10 vendid, aumentando el precio en $4.00 pesos. Finalmente gané $4.00 pesos. ;Cudnto pago
David por cada manzana cuando las compré?
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e Queremos saber cudl era el precio inicial de las manzanas.

e Sabemos que compré 9, y se comi6 2, por lo que vendié 7 manzanas y todas al mismo precio.
e Supongamos que le costo $x pesos cada manzana.

e Entonces, como él compré 9, debi6 pagar: 9x.

e Sabemos que él aument? el precio original en $4.00 pesos para venderlas mds caras y recuperar las
que ya se habia comido.

o Elprecio al que vendia las manzanas era: x +4.
e Pero él vendi6 7 de esas manzanas, con lo que obtuvo 7(x +4).
e Y con eso gano $4.00 pesos. Es decir,
7-Preciodeventa = 9-Preciodecompra+4
7-(x+4) = 9-x+4
o Ahora debemos resolver esta ecuacion.
¢ Empezamos multiplicando por 7 dentro del paréntesis:

7(x+4)
7x+28

9x+4
9x+4

e Ahora sumamos en ambos lados de la igualdad, primero —4 y después —7x para simplificar la
ecuacion:

FL+28—4—-72% = 9x+A—4A-7x
2d=2x = 2x=24

e Y esto nos dice en palabras. «Pensé un niimero, lo multipliqué por 2 y obtuve 24. ;Qué niimero
pensé?» Obviamente, pensé el namero 12.

e Entonces, le costaron a $12.00 pesos cada manzana.
e Vamos a verificar el resultado: sile costaron $12.00 pesos, €l debi6 pagar en total (12)(9) = 108 pesos.

e Para venderlas aument? el precio en $4.00 pesos, por lo recibia 12+4 = 16 pesos por cada manzana
que vendia.

e Elvendi6 solamente 7 de las 9 manzanas, porque él se comi6 2, y por las que vendié en total recibié:
(7)(16) =112 pesos.

e Como pag6 108 pesos por las manzanas, en total gané 112 — 108 =4 pesos.

En este tltimo ejemplo, pudimos haber tenido una solucién con decimales. En este contexto no tiene caso
considerar més de dos decimales, porque cuando contamos dinero, lo mds que contamos son centavos,
que representan centésimas partes de un peso.

Debes cuidar la forma en como presentas las soluciones de los problemas. En algunos casos la solucién
del problema no es solamente un niimero, pues se requiere especificar unidades. En el ejemplo anterior,
las unidades eran pesos. En otros contextos, el problema te indicara cuéles son las unidades que debes
incluir en la solucién del problema.
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En el siguiente ejemplo se trata de encontrar cudndo dos cantidades se igualan.

Ejemplo 11

Miguel gana actualmente $8 100.00 pesos mensuales y cada mes tiene un aumento en su
salario de $300.00 pesos. Por otra parte, Javier actualmente gana $10400.00, pero su incre-
mento en el salario mensual es de $200.00 pesos. Javier quiere saber cudntos meses deben
pasar para tener un salario igual al de Miguel.

Primero debemos reconocer que ambos tienen aumento mensual en sus salarios.

Otra cuestion importante a considerar consiste en que Javier desea conocer la cantidad de tiempo
que debe pasar para ganar lo mismo que Miguel.

Por ultimo, dado que los dos tienen aumento en sus salarios, el tiempo que pase a partir de hoy,
serd el mismo para ambos..., aunque no tienen los mismos aumentos en cada mes...

Con esta informacién en mente, iniciamos:
Actualmente Miguel gana $8 100.00 pesos y cada mes aumenta su salario en $300.00 pesos.

Si m es el nimero de meses que han pasado, el nuevo salario para él (M) se calcula sumando 300 m
al salario actual.
M =81004300m

De manera semejante, el salario de Javier aumenta cada mes $200.00, aunque gana actualmente
$10400.00 pesos.

El nuevo salario para él (J), después de m meses, es:

J=10400+200m

Javier quiere conocer cudntos meses (1) deben pasar para que su salario (/) sea igual al salario de
Miguel (M):

J = M
10400+ 200 m 8100+300m

Nosotros necesitamos calcular el valor de m, es decir, encontrar el nimero de meses que deben
pasar para que los salarios sean iguales.

Empezamos sumando en ambos lados de la igualdad —8100:

10400+200m — 8100 = B8160+300m —8160
2300+200m = 300m

Ahora sumamos en ambos lados de la igualdad 200 m:

2300+200m —206mM
2300

300m —200m
100m

Finalmente, dividimos entre 100 ambos lados de la igualdad y encontramos el valor de la incégnita:

2300  100m
100 100
23 = m
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e Lo que nos indica que deben pasar 23 meses para que ambos tengan el mismo salario.
e Ahora comprobamos que esto sea verdad:

e En 23 meses el salario de Miguel sera:

M = 8100+300m
= 8100+300(23)
= 8100+6900
= 15000

e Por otra parte, el salario de Javier seré:

J = 10400+200m
10400+ 200(23)
10400+ 4600

= 15000

¢ Entonces, en 23 meses, suponiendo que siguen teniendo el mismo aumento mensual en sus salarios,
ambos ganardn $15 000.00 pesos.

Este problema por casualidad tiene una solucion entera, pero no necesariamente debe ser asi. Si Miguel
ganara $8 200, por decir algo, el resultado no seria entero para que ambos ganaran la misma cantidad.

El punto que debes entender aqui consiste en que la solucién de una ecuacion lineal no siempre es un
nimero entero.

También es importante que recuerdes que debes verificar que la solucién del problema que has resuelto
realmente satisfaga las condiciones del problema.

Muchas de las veces encontramos la solucién de un problema y creemos ciegamente que esa solucion
es correcta, aunque no siempre es asi. Por esto, es una buena idea verificar que la solucién que hemos
encontrado realmente satisface las condiciones que el problema impone.

En caso de que no las satisfaga, lo més sensato es revisar el procedimiento y corregirlo.

También es importante que entiendas un principio muy utilizado en matematicas. Siempre que tenemos
una ecuacion lineal distinta a las que ya has resuelto, aplicando las propiedades de los ntimeros reales la
simplificamos hasta obtener una ecuacién lineal parecida a una que ya hayamos resuelto.

Por ejemplo, en el problema de las manzanas de David que se encuenta en la pagina 116, se modelé con
la ecuacién:
9x+4="7(x+4)

la fuimos transformando hasta obtener la ecuacién:
2x =24

que resolvimos con el método del problema de «pensé un niimero».

Pero para transformar una ecuacién en la otra solamente utilizamos las propiedades de los nimeros
reales y de la igualdad para obtener una ecuacién que tenga la misma solucién que la primera.

Cuando hacemos eso, decimos que en cada paso obtenemos una ecuacién equivalente, porque ambas
ecuaciones tiene exactamente la misma solucién.

Entonces, las ecuaciones:
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9x+4="7(x+4) y 2x=24

son equivalentes porque la solucién de ambas ecuaciones es el mismo valor: x = 12.

Para verificar que esto es verdad, basta sustituir el valor de su solucién en ambas ecuaciones y cada una
debe reducirse a una igualdad que es verdadera.

Ejemplo 12

Un comerciante prepara una mezcla vitaminica con dos disoluciones. El precio de la disolu-
cién de la vitamina A es de $14.00 pesos por litro, y el precio de la disolucién de la vitamina
B es de $18.00 pesos por litro. Al combinar las disoluciones obtuvo 25 litros una mezcla que
tiene un precio de $15.92 por litro. ;Cudntos litros de cada disolucién utilizé para preparar
la mezcla?

Sabemos que si sumamos los litros de las disoluciones de vitamina A y de vitamina B, en total ob-
tendremos 25 litros.

Asi que, si se tenia x litros de disolucién de vitamina A, los litros de vitamina B son: 25 — x.

Los precios de cada disolucién se pueden representar en una tabla:

Disolucién Cantidad (L) Precio ($/L)

Vitamina A X 14.00
Vitamina B 25—x 18.00
Mezcla 25 15.92

Con lainformacién contenida en la tabla es sencillo deducir que el precio de x litros de la disolucién
de vitamina A es: 14 x pesos.

Por otra parte, el precio de 25 — x litros de la disolucién de vitamina B es: 18- (25 — x) pesos.

La suma de los anteriores debe ser igual a el precio de los 25 litros de la mezcla: (25)(15.92) = 398
pesos.

Entonces,
14x+18-(25—x) = 398
14x+450—-18x = 398
—4x4+450 = 398

Ahora podemos sumar en ambos lados de la igualdad 4 x y después —398:

—4x+450+4x—398 = 3986+4x—398
52 = 4x
52 Ax
4 A
13 = x

Esto nos indica que utilizé 13 litros de la disolucién de vitamina A y 25 — 13 = 12 litros de la disolu-
ci6én de la vitamina B para preparar la mezcla.

Ahora vamos a verificar que la solucién satisfaga las condiciones del problema:

v Por los 13 litros de vitamina A tenia: (13)(14) = $182 pesos.
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v/ Por los 12 litros de vitamina B tenia: (12)(18) = $216 pesos.
v/ En total, los 25 litros de la mezcla, tenia: 182+ 216 =398 pesos.
v Y cada litro de la mezcla debia costar: 398/25 = 15.92 pesos.

e Como el precio de la mezcla que nos dieron en el problema coincide con el que calculamos a partir
del resultado, la solucién del problema es correcta.

Cuando la longitud de un cuadrado se aumenta en 4 cm, su drea aumenta en 200 cm?. ;Cudl

es el area del cuadrado inicial? Ejemplo 13

e Lo que sabemos es que el drea aumenta 200 cm? cuando las longitudes de sus lados aumentan 4
cm.

e Supongamos que el lado del cuadrado inicial mide x cm, entonces la longitud del lado cuando se
aumentaron 4 cmes: x +4.

e FEl area del cuadrado inicial es: x2.
e El drea del nuevo cuadrado es: (x +4)2.

e Sabemos que el nuevo cuadrado tiene 200 cm? més de drea, entonces:

Area cuadrado original +200 = Area nuevo cuadrado

x°4+200 = (x+4)
4200 = x£+8x+16

200 = 8x+16
200—16 = 8x

184

— = x=23

8

o Entonces, la longitud de los lados del otro cuadrado es de 23 +4 =27 cm.
e El cuadrado incial tiene un drea de: x2 =(23)2 =529 cm?.

e Elotro cuadrado tiene un drea de: (x +4)2 = (27)2 = 729 cm?.
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Ejemplo 14

Un rectdngulo tiene 6 metros de largo més que de ancho. Cuando se aumenta su largo en
2 metros y su ancho en 3 metros, el &rea aumenta 84 metros cuadrados. ;Cudles eran las
dimensiones del rectdngulo antes de aumentar su tamafio?

Sabemos que originalmente tenia 6 metros més de largo que de ancho.

Si x es su ancho, el largo sera: x +6.

Si se aumenta el largo en 2 metros el rectdngulo nuevo tendrd un largo de (x +6)+2 =x+8.
Por otra parte, si el ancho se incrementa en tres metros, tendra: x + 3.

El 4rea del nuevo rectdngulo rebasa a la del rectdngulo original en 84 m?

La ecuacién que modela la situacion actual es:

Area del nuevo rectangulo
(x+3)x+8)

Area del rectangulo original +84 m*> =
x(x+6)+84 =

Ahora tratamos de simplificar la ecuacion:

x(x+6)+84 =

X +6x+84

La ecuacién se simplifica a una lineal:

6x+84
84 —24
60

(x+3)(x+8)
A +11x+24

11x+24
11x—6x
5x

Esto nos indica que el ancho del rectdngulo original era de 12 metros.

Ellargo erade 12+6 =18.

Verifica que la solucidn satisface las condiciones del problema.

Otro ejemplo que viene de las fracciones algebraicas es el siguiente.

Ejemplo 15

Maria de Jesus debia comprar x boletos de Monterrey, N.L., a Tampico, Tamps. Cuando llegé
ala central de autobuses se encontré con que habia un descuento del 40% en el boleto. Ella
llevaba $720.00 pesos para comprar los boletos. Con el descuento ella ahora podia adquirir
un boleto més y todavia le sobraban $72.00 pesos. ;Cudntos boletos compr6 y cuénto le
costaban sin el descuento?

Vamos a denotar con la literal x a la cantidad de boletos que ella debia comprar.

Si cada boleto sin descuento le costaba p pesos, ella debia pagar p - x =720 pesos en total.

L. 720
Esto nos indica que: p = ~

Con el descuento ella solamente pagaba: 0.6 p, porque le descontaban el 40% del precio.
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Y le sobrarian $72.00 pesos.

Esta situacién se modela con la siguiente ecuacién:

123

Asi, ella podia comprar un boleto mas, es decir, un total de (x + 1) boletos.

(0.6 p)(x+1)+72="720

0.6p)(x+1)

De esta ecuacion podemos despejar el valor de p:

720—-72
648 648

p:

06(x+1) (6
(E) (x+1)

(648)(10)

(6)(x+1)

6480

6(x+1)

1080

x+1

¢ En todo este desarrollo, hemos supuesto que el precio de cada boleto sin descuento es p pesos.

o Esto nos permite igualar ambos valores de p: dado que son el mismo, son iguales.

720
T x
720(x+1) =

720x+720 =
720 =
720 =

X =

e Entonces, la solucién de la ecuacién es: x = 2.

e Es decir, Maria de Jests debia comprar 2 boletos.

e Vamos a hacer la comprobacion:

1080

x+1
1080x

1080x
1080x —720x

360x
720
=2

360

-

costaba $720.00 =2 = $360.00 pesos.

(0.6)($360) = $216.00 pesos.

pesos.

v/ Como ella llevaba $720.00 pesos y debia comprar dos boletos, cada uno le

v Le ofrecieron el 40% de descuento, por lo que cada boleto le iba a costar:

Comprobaciéon

v Si hubiera comprado 3 boletos a ese precio debia pagar: (3)($216.00) = $648.00

v/ Como ella llevaba $720.00 pesos le sobraban: $720.00 — $648.00 = $72.00 pesos.
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Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones. En los problemas aplicados, primero en-
cuentra la ecuacién que modela cada situacién y resuélvela. Ten ciudado con la inter- Ejercicios 3.1
pretacion del resultado de la ecuacion.

1) 8x+2=-14 R.x=-2
2) 9x—-1=-37 R.x=—-4
3) 5x+9=-11 R.x=-4
4) 4x+3=-5 R.x=-2
5 x+9=13 R.x=4
6) 7x—5=-26 R.x=-3
7) x—-3=1 R.x=4
8) 7Tx—-7=-21 R.x=-2
9) 2x—-3=5 x=4

10) 5x+12=8x
11) 3x—28=—4x
12) 8x—-18=—x
13) 2x—-20=—-3x
14) 9x—15=4x
15) 6x—9=-3x
16) x+20=6x

17) 8x—-68=—-9x
18) 3x—-10=—-2x
19) 5x—8=x

20) 2x+12=7+7x
21) 9x—-30=6—-9x
22) 7x+11=948x
23) 3x—-16=8—-5x
24) 9x—-12=34+4x
25) 4x—-19=8—-5x
26) 9x—12=4+x
27) 5x—18=3-2x

28) 2x+7=21

&7 P R F PP PP PP PP PR RREERA
=
I
[\S]

29) 3x+4=5%
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30) 5x—1=7x-5 R.x=2
31) 3x+4=4x-8 R.x=12
32) 7x—9=9x-31 R.x=11
33) 3(x+1)=2(2x-3) R.x=9
34) 8x+1=3(x+4)+4 R.x=3

35) Pensé un ntimero. Lo multipliqué por siete, al resultado sumé nueve y finalmente obtuve cien. ;Qué
numero pensé? 13

36) Las edades de Anay su sobrina Isabel suman 40 afios. Ana tiene el triple de afios que Isabel. ;Qué edad
tiene cada una? Isabel: 10 anos, Ana: 30 anos.

37) Un padrey su hijo suman sus edades y obtienen 50 afios. El padre tiene 30 afios més que su hijo. ;Qué
edad tiene cada uno? Padre: 40 afos, hijo: 10 anos.

38) Un coleccionista tiene 45 estampillas postales. Los costos indicados de las estampillas son de $5.00 y
$7.00 pesos. ;Cudntas estampillas de cada tipo tiene silos costos indicados en las estampillas asciende
a un total de $269.00 pesos? 23 estampillas de $5.00 y 22 estampillas de $7.00 pesos.

39) En un taller mecédnico hay x coches. Cada coche tiene 5 llantas exactamente (4 que usa y una de
refaccién). Calcula cudntos coches hay en el taller mecdnico, sabiendo que hay en total 115 llantas.
R. Hay 23 coches

40) Eliu debe $17.00 pesos al tendero. Debe comprar refrescos que cuestan, cada uno, $12.50 pesos. Si él
sabe que le alcanza con $104.50 pesos para pagar todo, ;cuédntos refrescos planea comprar? R.7
refrescos.

41) Un coche avanza con una velocidad constante de 60 km/hR. Escribe la ecuaciéon que nos ayuda a
calcular la distancia D recorrida por ese coche ¢ horas después de haber comenzado su recorrido. R.
D =60t [km]

42) Lacantidad de calorias que contiene una tortilla depende de la cantidad de gramos que pesa la tortilla
y del tipo de maiz del cual se elaboré. Suponiendo que 100 gramos de tortillas de maiz amarillo tienen
325 calorias, encuentra una ecuacién que ayuda a calcular las calorias C que ingiere una persona que
come x tortillas en una racion, si cada tortilla pesa 25 gramos. R.C=81.25x

43) Dos libros juntos pesan 2500 gramos. El mds pesado tiene 500 gramos mdés que el primero. ;Cudnto

pesa cada libro? 1500 gr, 1000 gr.

44) Enunalista de 120 ejercicios, los problemas aplicados son el doble de los ejercicios de préctica. ;Cuan-
tos ejercicios son de cada tipo? 40 de préctica, 80 problemas
aplicados.

45) Cierta compafiia de transporte urbano, cobra $120.00 pesos por brindar el servicio, mas $17.35 pesos
por kilémetro recorrido. Por un viaje cobré $900.75 pesos. ;Qué tan largo fue el viaje? R.45km

46) Unacompafia de mensajeria y paqueteria cobra $35.85 pesos por envio mds un cargo de $127.45 pesos
por cada kilogramo extra. Por un paquete Pablo pagé $3 274.35 pesos. ;Cudntos kilogramos extra tenia
su paquete? R. 25.50 kg

47) Un laboratorista desea preparar una disolucién del compuesto A con una concentracién del 36%. El
tiene un matraz con 1 L de ese compuesto al 100% de concentracién que desea utilizar para agregar x
mL de esa solucién a otro matraz que contiene 2400 mL de solucién de ese compuesto al 20%. ;Cudl
es el valor de x que resuelve el problema al laboratorista? R. x =600 ml.
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48)

49)

50)

51)

52)

53)
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Un estudiante debe preparar 100 ml de un acido al 22% a partir de dos muestras. La primera muestra
tiene una concentracién del 15%. La segunda muestra tiene una concentracién del 25%. ;Cudntos
mililitros debe utilizar de cada muestra de acido para obtener el 4cido que debe preparar? 30 ml de
4cido al 15% y 70 ml de 4cido al 25%.

Una empresa fabrica sillas. Producir una silla le cuesta $135.00 pesos, y las vende a $225.00 pesos.
Ademis tiene un costo fijo (luz, teléfono, agua, salarios, etc.) de $45,000.00 pesos mensuales. ;Cudntas
sillas debe vender para satisfacer los costos fijos y de produccién y a partir de entonces, empezar a
tener alguna utilidad? 500 sillas.

Las longitudes de los lados de un tridngulo son nimeros enteros consecutivos. Si su perimetro es de
78 cm, ;Cudles son las dimensiones de sus lados? 25,26 y27 cm.

El largo de un terreno tiene 15 metros mds que su ancho. Para cercarlo, se necesitaron de 510 metros
de cerca. ;Cudles son las dimensiones de ese terreno? 120 m x 135 m.

Un terreno rectangular tiene el triple de largo que de ancho. Para hacer 3 divisiones internas y cercarlo
completamente se ocuparon 50 metros de malla ciclonica de alambre. ;Cudles son las dimensiones

del terreno? 5m x 15 m.
X
X X X
Cuando la longitud de un cuadrado se aumenta en 2 cm, su drea aumenta en 100 cm?. ;Cuédnto mide
el lado del cuadrado inicial? 24 cm.
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3.1.2 Ec. DE PRIMER GRADO Y LA FUNCION LINEAL

Como has visto en la seccidn anterior, en los problemas aplicados tenemos cantidades que dependen una
de otra.

Por ejemplo, cuando vamos a comprar varios kilogramos de aztcar, si un kilogramo cuesta $13.00 pesos,
la cantidad que debemos pagar por el azticar que compremos depende del nimero de kilogramos que
compremos de acuerdo a la siguiente relacion:

P=13x

donde P es la cantidad de pesos que debemos pagar y x representa el nimero de kilogramos de aztcar
que compramos.

Cuando tenemos una relacién como la anterior, decimos que una cantidad depende de la otra, o que es
funcion, una cantidad de la otra.

En el caso de la ecuacidon anterior, el valor de P depende del valor de x, o bien, P esté en funcién de x.
Las funciones son objetos matematicos que nos indican cémo estan relacionadas dos o més variables.

Una funcién es lineal cuando tiene la siguiente forma:

y=mx+b
donde tanto m como b son constantes y las literales y, x son variables o incégnitas.

El adjetivo «lineal» viene del hecho de que si graficamos la funcién en un sistema de coordenadas x,y,
obtenemos una linea recta.

En la lista de ejercicios de la seccién anterior algunas respuestas son funciones. Por ejemplo,

127

Un coche avanza con una velocidad constante de 60 km/hr. Escribe la ecuacién que nos

ayuda a calcular la distancia D recorrida por ese coche ¢ horas después de haber comenzado Ejercicio

su recorrido.

La respuesta a este ejercicio es: D =601, sila distancia se mide en kilémetros.

Otro ejercicio que tiene por respuesta una funcién es el siguiente:

La cantidad de calorias que contiene una tortilla depende de la cantidad de gramos que pesa
la tortilla y del tipo de maiz del cual se elabord. Suponiendo que 100 gramos de tortillas de
maiz amarillo tienen 325 calorias, encuentra una ecuacién que ayuda a calcular las calorias
C que ingiere una persona que come x tortillas en una racién, si cada tortilla pesa 25 gramos.

Ejercicio

Y la respuesta a este ejercicio es: C = 81.25x. En este caso, la variable C que representa la cantidad de
calorias que ingiere una persona, depende de la variable x, que representa la cantida de tortillas que
ingiere esa persona. La variable C en este ejemplo es la variable dependiente, porque su valor depende
del valor que tome x. Por otra parte, la variable x no depende de nadie, salvo del valor que queramos
darle, por eso se dice que esta es la variable independiente.

Podemos pensar en una funcién como una maquina que transforma nimeros: nosotros le damos un
numero y la funcién nos devuelve otro. Pero esa mdquina debe devolvernos a lo mds un tinico valor por
cada valor que nosotros le demos.

Nosotros podemos darle muchos valores, aunque tal vez algunos no los pueda transformar. Es decir,
tal vez no nos devuelva un valor cuando sustituyamos un valor especifico. Al conjunto de valores que
nosotros le podemos dar, le llamaremos dominio de la funcién.

La funcién nos estard devolviendo valores conforme nosotros le vayamos dando algunos valores. Al con-
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junto de valores que la funcién nos devuelve lo llamaremos contradominio de la funcién.

El siguiente diagrama puede ayudarte a entender mejor el concepto de funcién:

Funcién
Dominio l Contradominio
X Y
f
X —_— y
Valores que le Valores que nos
damos a la funcién devuelve la funcién

En este diagrama el dominio de la funcién se denota por el simbolo: X, mientras que el contradominio se
denota por el simbolo: Y, y la funcién estd representada por la literal: f.

Observa que la flecha va del conjunto X al conjunto Y, indicando que la funcién toma valores del primer

conjunto (dominio) y nos devuelve los valores del segundo conjunto (contradominio).

3.1.3 INTERPRETACION GRAFICA (FUNCION LINEAL)

Considerando el problema:

Un coche avanza con una velocidad constante de 60 km/hr. Escribe la ecuacién que nos
Problema ayuda a calcular la distancia D recorrida por ese coche ¢ horas después de haber comenzado
su recorrido.

La respuesta sabemos que es: D =601, si la distancia se mide en kilémetros.

Si graficamos esta ecuacion, asignando distintos valores a ¢ y calculando sus respectivos valores para D,

obtenemos:
D (km)
D=60t
180 (3,180) Si nosotros deseamos conocer la distancia que ha recor-
150 rido en una cantidad de horas, por ejemplo, en 3 horas,
podemos encontrar la respuesta en la gréfica.
120 2,120 Para esto, simplemente colocamos el lapiz en el eje del
tiempo (dato que conocemos) y a partir del punto (3,0)
90 movemos verticalmente la punta del ldpiz hasta cortar a
la recta. A partir de ese punto movemos el l4piz hacia la
60 (1,60) izquierda hasta cortar el eje vertical (D).
El punto donde se corta a este eje representa la distancia
30 que ha recorrido.
t (hr)
1 2 3
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D (km)
D=60t
180 Por otra parte, si conocemos la distancia que recorri6 y
150 queremos saber cudnto tiempo requiere para avanzarla,
empezamos del eje vertical y moviendo el 14piz horizon-
120 talmente (paralelo al eje ), hasta cortar la recta, em-
pezamos a mover el 1dpiz verticalmente hasta cortar el eje
90 horizontal (7).
El punto donde se corte representa el tiempo que nece-
60 sitdbamos encontrar.
Esta forma de resolver ecuaciones se conoce como el
30 meétodo grafico, porque utilizamos una gréfica.
t (hr)

1 2 3

En matemadticas podemos decir que el punto donde se corta al eje (usando la grafica) es una repre-
sentaciéon geométrica de la solucién de una ecuacion lineal.

Cuando hacemos la pregunta: «;Cudntas horas deben pasar para recorrer 90 km%, geométricamente es-
tamos dibujando una recta que corta al eje D en el punto D = 90, que representa una distancia de 90
kilémetros.

Cuando encontramos la interseccién con la recta D = 60 ¢ estamos encontrando el punto que satisface a
ambas condiciones simultdneamente: (a) que la distancia recorrida sea 90 km, y (b) que el recorrido se
haga a una velocidad constante de 60 km/h.

Al encontrar la interseccidn con el eje ¢, estamos resolviendo la pregunta anterior.

De manera semejante, podemos resolver la pregunta: «;Qué distancia recorrié 1.5 horas después de ini-
ciado el viaje? En este caso empezamos dibujando una recta vertical (perpendicular al eje ¢) hasta que
corte alarecta D =60¢. Después movemos el ldpiz horizontalmente hasta cortar el eje D.

D (km)
D=60¢t
120

90 " (1.5,90) - D=(60)(1.5)=90
60 :

30 ;

) ¢ (hr)
1 2 3

La solucién gréafica de las ecuaciones algunas veces no es facil de resolver. Ademads, no nos da la respuesta
exacta, como es el caso de la solucién algebraica. Y por si esto fuera poco, generalmente requiere més
tiempo resolver una ecuacion lineal por este método. Por estas razones es mas comun resolver las ecua-
ciones lineales por el método algebraico.

Entonces, ;por qué tomarnos la molestia de estudiar este tema? Pues este método es de ayuda para al-
gunos tipos de ecuaciones que no son lineales, ademds de que nos ayudan a intepretar las soluciones de
las ecuaciones. Esto nos indicard cudndo algunas ecuaciones no tengan soluciones.

Puedes facilmente encontrar el dominio de una funcién lineal. Dado que la funcién lineal es de la forma:
y=mx+Db
Esta maquina para transformar nimeros puede transformar cualquier nimero, dado que siempre pode-

mos multiplicar un nimero cualquiera por m y al resultado sumarle b. Esto nos indica que puede trans-
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formar cualquier nimero. Por esto decimos que el dominio de la funcién lineal es el conjunto de los
numeros reales (R).

Es muy sencillo verificar que el contradominio de la funcién lineal (siempre y cuando m # 0) también es
el conjunto de los niimeros reales, para eso puedes pensar en la grafica de una recta que no sea vertical.

Por cierto, una recta horizontal si es una funcién, pero una recta horizontal no lo es.

;Puedes explicar por qué?
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3.2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES (2 INCOGNITAS)

Como ya observaste, una ecuacioén lineal puede tener més de una variable, y en casos de dos variables,
podemos graficar la ecuacién en un plano cartesiano.

Por ejemplo, la ecuacion: x +y =10, en el plano cartesiano se grafica asi:

—
S,

= N W s 0NN 0 ©

1 23 45 6 7 8 91

Mientras que la ecuacién x — y =2, graficamente se representa ast:

—
(=]

— N W s OO N 0 ©

X
/2 3 4 5 6 7 8 9 10

Si consideramos ambas ecuaciones graficadas en el mismo plano cartesiano tendremos dos rectas que se
cortan en un solo punto, dado que las rectas evidentemente no son paralelas.

El punto donde se intersectan las dos rectas pertenece a ambas rectas. Y debido a que pertenece a
la primera recta, sus coordenadas deben satisfacer la primera ecuacién, y por pertenecer a la segunda
ecuacion, debe satisfacer la segunda ecuacion también. Es decir, ese punto donde se intersectan las rec-
tas satisface ambas ecuaciones (por eso pertenece a ambas rectas).
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Ahora podemos considerar el sistema de ecuaciones:

x+y = 10
x—-y = 2
y al sustituir los valores x = 6,y = 4, vemos que las dos ecuaciones se satisfacen. Esto era de esperarse,

dado que ese punto pertenece a las gréficas de ambas ecuaciones, y como ya habiamos dicho, satisfacen
a ambas ecuaciones.

Entonces, podemos decir que este conjunto de valores es la solucion del sistema de ecuaciones. En efecto,

x+y = 10 = 6+4=10
x—y = 2 = 6—4=2

En conclusién, la solucién del sistema de ecuaciones lineales (que abreviaremos con las siglas: S.E.L.) es:
x=6,y=4.

3.2.1 METODOS ALGEBRAICOS PARA RESOLVER S.E.L.
Existen varios métodos para resolver los sistemas de ecuaciones lineales. En este curso estudiaremos los

mas comunes.

Antes de iniciar con el estudio de los métodos algebraicos, damos la siguiente definicion:

SoLUCION DE UN S.E.L.
Definicién 1 Es el conjunto de valores que se debe sustituir en las variables de un S.E.L. para que cada
una de las ecuaciones se reduzca a una igualdad verdadera.

En el programa de estudio de la Direccién General de Bachillerato se sugieren los siguientes:

v/ Eliminacién, también conocido como Suma y Resta,
v  Sustitucion,

v Igualacién, y finalmente
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v/ Determinantes.
Estrictamente hablando, ya se introdujo el método més laborioso, que consiste en la graficacién de las dos
ecuaciones y encontrar el punto donde se intersectan. Este método se conoce como el método gréfico.
La desventaja de este método consiste en que la solucién no siempre son nimeros enteros, y en estos
casos, lo méas que podemos es hacer una aproximacion a la solucién del S.E.L.
Con los métodos algebraicos siempre obtenemos el valor exacto de la solucién del sistema de ecuaciones
lineales, sean enteros o no.
METODO DE ELIMINACION
Este método es de los mds sencillos. Empezamos observando el S.E.L. Si es posible sumar las ecuaciones
para obtener otra nueva ecuacioén con una incégnita menos, sumamos.
Resuelve:
x+y=10 .
y Ejemplo 1
x—y= 2
¢ Si sumamos las dos ecuaciones obtenemos una sola ecuacién con una sola incégnita, porque la
literal y tiene el mismo coeficiente, pero con signo cambiado:
x+y=10
x—y= 2
2x =12
e Esta ecuacién lineal con una incégnita es tan fécil de resolver que la traduciremos: «Pensé un
nimero, lo multipliqué por 2 y obtuve 12, ;qué niimero pensé? Obviamente pens6 el niimero 6.
Entonces, x =6.
o Para encontrar el valor de y podemos multiplicar por —1 cualquiera de las dos ecuaciones (elegimos
multiplicar la segunda ecuacién) y obtenemos un S.E.L. equivalente:
X+ y=10
X+ y=-2
2y= 8
o En palabras, esta tltima ecuacién nos dice: «Pensé un nitimero, lo multipliqué por 2 y obtuve 8, ;qué
ntimero pensé® Si, pens6 el nimero 4. Entonces, y = 4.
e Ylasolucién del S.E.L., es: x =6,y =4.
o Se te queda como ejercicio verificar que la solucién es correcta.
Esta solucién no debe causar sorpresa alguna, dado que ya la conociamos, pues resolvimos este mismo
sistema por el método gréfico.
Sin embargo, no todos los S.E.L. que encontraremos podrén resolverse simplemente sumando las ecua-
ciones. Algunas veces necesitaremos encontrar algin factor que nos ayude con los coeficientes de una
variable para que sean iguales y con signo contrario.
Resuelve:
X+ y=6 3
Xx—2y=0 Ejemplo 2
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Primero observamos que los coeficientes de la variable y tienen signos cambiados.

Podemos empezar buscando un ntimero que multiplicado por una ecuacién iguale al coeficiente
de la otra ecuacion.

Vamos a multiplicar la primera ecuacién por 2 para obtener:

2x+2y =12

Ahora hemos transformado nuestro problema inicial a otro problema equivalente que si sabemos
como resolver, porque el ejemplo anterior representé uno de estos casos:

Cuando sumamos las ecuaciones una de las variables se «elimino»:

2x+2y=12
x—-2y=0

3x =12

Y la dltima ecuacién implica: x = 4.

Para encontrar el valor de y podemos multiplicar la segunda ecuacién por —1, asi cambiamos el
signo del coeficiente de x de esta ecuacién:

X+ y=6
—X+2y=0
3y =6

Que implica: y =2.
Por tanto, la solucién del S.E.L. es: x =4,y =2.

Ahora verificamos que la solucién es correcta:

X+ y =6 =>4+ 2 =6
x—=2y=0 = 4-2(2)=0

En otros casos, tendremos los coeficientes de todas las variables con el mismo signo, como en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 3

Resuelve:
x+ y=6
x+2y=0

¢ En este caso primer multiplicamos por —1 cualquiera de las dos ecuaciones: asi tenemos los coefi-

cientes de la variable x iguales con signo contrario:

—X- y=-6
A+2y= 0
y=-6

e Para encontrar el valor de x necesitamos «eliminar la variable y.
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e Vamos a multiplicar la primera ecuacién por —2, asi los coeficientes de esta variable son iguales y
de signo cambiado:

—2x—-2y=-12
x+2y= 0
—X =-12

Multiplicando por —1 ambos lados de la tiltima igualdad obtenemos: x = 12.

La solucién de este S.E.L.es: x =12,y =—6

e Ahora comprobamos la solucién:

x+y=6 =12— 6 =6
x+2y=0 = 12-2(6)=0

Y en otros casos se requerird multiplicar ambas ecuaciones para poder «eliminar una de las variables.

Resuelve:
3x+2y=13

2x+3y =12 Ejemplo 4

e En este caso, la tinica posibilidad de resolver este problema’ es multiplicar la primera ecuacién por
2 yla segunda ecuacién por 3.

Asi obtenemos en los coeficientes de la variable x del S.E.L. equivalente 6 en ambas ecuaciones.

Solamente quedard pendiente quién serd la que tenga coeficiente negativo.

Elegimos multiplicar por —2 la primera ecuacién y por 3 la segunda:

6K — 4y =-26
65+ 9y= 36
13y = 26

Dividiendo ambos lados de la dltima igualdad entre 13, obtenemos el valor de la variable y

Ky 26
BT

e Ahora vamos a «eliminar» la variable y para encontrar el valor de x

Para esto, multiplicamos la primera ecuacién por 3 y la segunda por —2:

9x+67= 39
—4x — 6y =24

5x = 15

De la tltima igualdad inmediatamente obtenemos: x =3

e Lasoluciénes: x =3,y =2

1Podemos resolverlo también multiplicando por alguna fraccién una de las ecuaciones, pero este método involucra operaciones
con fracciones y no es el mas sencillo.
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e Ahora verificamos que la solucién sea correcta:

3x+2y=13 = 3(3)+2(2)=13
2x+3y=12 = 2(3)+3(2)=12

Resuelve:
3x+2y=0

Ejemplo 5 4x+3y=1

o Ahoravamos a tener que multiplicar ambas ecuaciones por coeficientes que igualen los coeficientes
de la variable que deseemos «eliminar.

e Para empezar vamos a eliminar la variable y, para asi encontrar el valor de x.

o Asi que vamos a multiplicar la primera ecuacién por —3 y la segunda por 2:

-9x —-65=0
8x+67=2
2

—X =

e Entonces, x =—2
e Para encontrar el valor de y debemos eliminar la otra variable (x).

e Ahora vamos a multiplicar la primera ecuacién por —4 y a la segunda por 3:

—-12x -8y =0
2x+9y=3
y=3

Y la solucién del S.E.L.es: x =—2,y =3.

3x+2y=0 = 3(-2)+2(3)=0
4x+3y=1 = 4(-2)+33)=1

Recuerda que no todos los sistemas de ecuaciones lineales tienen solucion.

Cuando tengas un S.E.L. sin solucién, este método puede causar que te confundas. El siguiente es uno de
esos ejemplos, para que sepas qué hacer en esos casos.

Resuelve:
X+ y= 2

D © 4x+4y =10

o Empezamos observando que si multiplicamos por —4 la primera ecuacién podemos «eliminar» x
de ambas ecuaciones:
—4% -4y =-8

A/f-l—%—lo

0= 2 (Falso)
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e Pero esto no tiene sentido, porque 0 # 2.

e Yes que en realidad no tiene sentido buscar el punto donde se intersectan dos rectas que son par-
alelas y que no son la misma recta.

e En conclusién, el S.E.L. no tiene solucién.

Sin embargo, existe otro caso: el S.E.L. con un nimero infinito de soluciones.

Resuelve:
x+ y=2

Ax+4y=8 Ejemplo 7

¢ En este caso solamente ha cambiado el niimero 10 que estaba a la derecha de la segunda igualdad
por un 8.

e Siaplicamos el mismo procedimiento que usamos en el ejemplo anterior obtenemos:
—4X — 45 =-8
Ax+4y= 8
0= 0 (Cierto)
e Ylaultima igualdad es verdadera.

¢ Lo que pasa en este caso es que una ecuaciéon es multiplo de la otra, es decir, ambas ecuaciones son
equivalentes.

¢ En efecto, si multiplicamos la primera ecuacién por 4, obtenemos la segunda ecuacion.

e En el ejemplo anterior, cuando el S.E.L. no tenia soluciones, al multiplicar por 4 la primera ecuacién
obtenemos una ecuacién que era igual en los coeficientes de las variables, pero en el lado derecho
de la igualdad los valores eran distintos.

e Las ecuaciones en ese caso, a pesar de que sus graficas son rectas paralelas, no son equivalentes,
por eso obtenemos la igualdad de dos cosas distintas.

e En el caso de un S.E.L. con un niimero infinito de soluciones, dado que ambas ecuaciones son
equivalentes, si un punto satisface a una de las ecuaciones, debe satisfacer ala otra también, porque,
por ser equivalentes, deben tener el mismo conjunto de puntos por solucién.

¢ En ambos casos hablamos de rectas paralelas.

Nota que un S.E.L. puede:

A. No tener solucion, es decir, tener cero soluciones, o
B. Tener una tnica solucidn, es decir, tener exactamente una solucién, o

C. Tener un ntimero infinito de soluciones, es decir, muchos puntos que satisfacen a ambas ecuaciones,
simplemente porque al graficar las ecuaciones obtenemos la misma recta.

Es importante que entiendas que no es que la solucién del S.E.L. sea infinito. Recuerda que la solucién
de un S.E.L. consiste en el conjunto de valores que debemos dar a las variables para que las ecuaciones se

reduzcan a igualdades verdaderas.
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Infinito no es un conjunto de valores. Es simplemente una expresiéon que nos indica que algo no tiene fin.

En este tltimo caso tenemos un ntimero infinito de soluciones. Cada una de esas soluciones debe especi-
ficar dos valores, uno para cada variable.

Si un punto satisface una de las ecuaciones, también va a satisfacer a la otra ecuacion, si es que el S.E.L.
tiene un ntmero infinito de soluciones.

En este caso, las soluciones pueden encontrarse usando cualquiera de las ecuaciones. Por ejemplo, pode-
mos tomar la primera ecuacién: x +y =2, y reescribirla como: y =2 —x.

A partir de esta ecuacion, si conocemos el valor de x, podemos encontrar el valor que le corresponde a
¥ para que satisfaga la ecuacién. En otras palabras, hemos escrito la ecuacién en forma de una funcién:
damos el valor de x ala funcién, y ésta nos devuelve un valor, que corresponde a y para que satisfaga a la
ecuacion: x +y =2.

Un bote recorre 1.8 kilémetros rio arriba en 9 minutos. De regreso el bote requiere de 6

Ejemplo 8 minutos solamente. ;Cudl es la velocidad de la corriente del rio?

e En el recorrido de regreso (rio abajo), la corriente del rio le ayuda a avanzar més rdpido, por eso
tarda menos.

e Pararesolver este problema debemos recordar que para encontrar la velocidad promedio dividimos
la distancia recorrida entre el tiempo que requirio.

e Lavelocidad promedio en la ida (rio arriba) es igual a la distancia (1.8 km) entre el tiempo (9 min):

o Y esta velocidad es igual a la velocidad del bote en aguas tranquilas menos la velocidad de la corri-
ente.

e Vamos a denotar por b la velocidad del bote en aguas tranquilas, y
e 1 lavelocidad de la corriente del rio.

e Entonces,
b—r=200

o Esta es nuestra primera ecuacion.
e La otra ecuacién contendrd la informacién del regreso:

¢ Podemos encontrar la velocidad a la que viajé rio abajo dividiendo la distancia entre el tiempo:

1800 m _ m
6min  minuto

Ureg =

o Y esta velocidad es igual a la velocidad del bote més la velocidad de la corriente del rio:

b+ r=300
e Ahora debemos resolver este S.E.L.:
b —r =200
b + r =300
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e Para empezar sumamos las dos ecuaciones:

b — f =200
b+ /=300
2b =500

e Esto indica que: b =250 metros/minuto.

e Para encontrar r podemos eliminar la otra variable multiplicando la segunda ecuacién por —1:

—b+ r=-200
B+ r= 300
2r= 100

e Es decir, r =50 metros/minuto.

e Verificamos que se cumplen las condiciones del problema.

¢ Rio arriba la corriente hacia parecer que el bote viajaba a 250 — 50 = 200 metros/minuto.
e Para recorrer 1800 metros requiere 9 minutos, ya que viaja 200 metros cada minuto.

¢ Rio abajo, la corriente hacia parecer que el bote viajaba a 250 4+ 50 = 300 metros/minuto.

e Para recorrer 1800 metros de regreso se necesitan 6 minutos a esa velocidad.

3.2.2 METODO DE SUSTITUCION

El nombre de este método nos indica qué es lo que vamos a hacer: para resolver el S.E.L. de dos ecua-
ciones con dos incégnitas vamos a «despejar» una de las incognitas de una de las ecuaciones, vamos a
sustituir este despeje en la otra ecuacién y asi tenemos un problema de una ecuacién lineal con una in-
cégnita. Después resolvemos esta ecuacion lineal y encontramos el valor de una de las variables.

Para encontrar el otro valor podemos sustituir el valor de la variable conocida en el despeje que hicimos
antes y terminamos.

El siguiente ejemplo te muestra el procedimiento.

Resuelve:
x+y=10

x—y=2 Ejemplo 1

Este ejemplo es el primero que estudiamos con el método de eliminacién, asi que ya conocemos la
solucién de este sistema: x =6,y =4.

e Primero vamos a despejar una variable de alguna de las ecuaciones.

Vamos a despejar y de la primera ecuacidn.

e Para esto, sumamos en ambos lados de la primera ecuacién —x, y asi obtenemos:

—X+xX+y 10—x
y = 10—x
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Ahora utilizamos este despeje para sustituirlo en la otra ecuacién.

o La sustitucién es vélida en este procedimiento porque si y = 10 — x, entonces, los valores de x y de
y satisfacen a la primera ecuacién.

o Pero también deben satisfacer a la otra ecuacidn, por eso sustituimos ese valor de y, pues en ambas
ecuaciones debe ser el mismo.

e Aqui estd la sustitucion:
X=y
x—(10—x) =
e Observa que ahora tenemos solamente una ecuacién con una sola incégnita.

e Obtuvimos esto porque la condicién que impone la primera ecuacién ya estd incluida en esta nueva
ecuacion lineal.

e Y esto se incluy6 cuando sustituimos el despeje que obtuvimos de ella.

o Ahora debemos realizar las operaciones indicadas y resolver para encontrar el valor de la tinica
variable que se encuentra en la ecuacion:

x—10+x = 2
2x—-10+10 = 2410

2x = 12

x = 6

e Vemos que el valor de x es el que ya conociamos.

e Ahoravamos a calcular el valor de y. Para esto sustituimos el valor de x que acabamos de encontrar
en el despeje que hicimos antes:

y = 10—x
= 10-6
= 4

¢ Y de nuevo, el valor que encontramos coincide con el resultado correcto.

Para decidir qué variable despejar y de qué ecuacion, es una buena idea identificar la variable que tenga
coeficiente igual a uno en una de las ecuaciones. Esto te facilitard los cdlculos posteriores.

Resuelve:
2x+ y=18

Ejemplo 2 3x—4y= 5

e Primero observamos que la variable y en la primera ecuacidn tiene coeficiente igual a uno.

o Por eso, vamos a despejar esa variable de esa ecuacién:

2x+y = 18
y = 18-2x

www.aprendematematicas.org.mx Efrain Soto A.



3.2 Sistemas de Ecuaciones lineales (2 incégnitas) 141

o Ahora sustituimos este despeje en la otra ecuacién:
3x— 4y =5
3x—4(18—2x)=5

e Ahora vamos a realizar las operaciones indicadas para a encontrar el valor de la tinica variable en
esta ecuacion: x

3x—4(18—2x) = 5
3x—724+8x = 5
11x—2Z+2Z = 5+72

11x = 77
x = 7

e Ahora que conocemos el valor de una variable, podemos utilizar este valor para encontrar el valor
de la otra variable.

Para esto, sustituimos en el despeje que hicimos al principio:

y = 18-2x
= 18-2(7)
= 18—-14
4

Entonces, la solucién de este S.E.L.es: x =7,y =4.

e Ahora vamos a comprobar que la solucién que encontramos es correcta:

2x+ y =18 =2(7)+ 4 =18
3x—4y=5 = 3(7)—4(4)=5

Una vez que hayamos encontrado el valor de una de las variables, también podemos encontrar el valor
de la otra variable sustituyendo en cualquiera de las ecuaciones que forman en S.E.L.

Esto se justifica porque la solucién debe satisfacer a cada una de las ecuaciones que forman el S.E.L.

Resuelve:
3x+2y=7

2x+3y=8 Ejemplo 3

e Podemos ver que ninguno de los coeficientes de las variables es igual a 1.

e Esto nos indica que debemos despejar alguna variable y tendremos que trabajar necesariamente
con fracciones.

¢ Elegimos despejar x de la segunda ecuacién:

2x+3y =
2x = 8-3y
8-3
x = Y
2
3 3
= S, 2
2 2
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o Ahora debemos sustituir este despeje en la primera ecuacién:

3x+2y
3-14 3y +2
2 y

o Ahora podemos resolver la ecuacién y tratar de encontrar el valor de y:

7

7

9
12—?y+2y=7
9 4y
12— 4+ L =7
2 * 2
5
12-2 =7
2
5
12-7 = 2y
2
5
5 = 2
2
52) _
2 =

e Ahora que conocemos el valor de y, podemos sustituir este valor en cualquiera de las dos ecua-
ciones y encontrar el valor de x:

3x+2y =

3x+2(2)
3x+4 =
3x =

— NN NN

X =

e Ylasoluciondel S.EL.es:x =1,y =2.

o Ahora verificamos que la solucidn sea correcta:

3x+2y=7 = 3(1)+2(2)=7
2x+3y=8 = 2(1)+3(2)=8

Como viste en el ejemplo anterior, algunas veces, cuando usemos este método, necesariamente ten-
dremos que trabajar con fracciones.

Otras veces, podremos simplificar el trabajo cuando tengamos una ecuacién con una variable despe-
jada.

Resuelve:
x+ y=8

Ejemplo 4 y=2x—-1

e Como en la segunda ecuacién la variable y ya estd despejada, vamos a sustituirla de inmediato en
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la primera ecuacion:

x+y =
x+2x-1) =
3x—-1 =

3x =

X =

w o o o o

e Ahora, a partir del valor de x, podemos encontrar el valor de y utilizando el despeje:

y = 2x-1
= 2(3)-1
= 6-1
y =5

e Entonces, la solucién del S.E.L. es: x =3, y =5.

e Ahora comprobamos que la solucién esté correcta:

x+y =8 =3+ 5 =8
y=2x-1 = 5=2(3)—-1

En algunos casos aplicados, una ecuacién tendrd despejada una variable, sugiriendo el empleo de este
método para resolver el S.E.L.

[Alberto es 2 afios mayor que Blanca. Si sus edades suman 32 afios, ;qué edad tiene cada uno? Ejemplo 5

e Primero tenemos que convenir en los simbolos que denotaran las edades de cada uno.
e Por comodidad, podemos elegir como A la edad que tiene Alberto y B la edad que tiene Blanca.

e Ahora vamos a traducir a una ecuacion la primera informacién que se nos da: «Alberto es 2 afios
mayor que Blanca.»

¢ SiBlanca tiene, por ejemplo, 5 afios, entonces, Alberto tendrd 542 = 7 afios.
o Esdecir, para encontrar la edad de Alberto, sumamos dos a la edad de Blanca.

e Laecuacién que modela esa restriccién impuesta en el problema es:

A=B+2

e Ahora vamos con la segunda restriccion: «Sus edades suman 32 afos...»

o Estarestricciéon es muy sencilla de traducir: dado que A representala edad de Albertoy B representa
la edad de Blanca, la suma: A+ B debe ser igual a 32:

A+B=32
e Ahora tenemos dos ecuaciones con dos incégnitas, con la primera ecuacién ya despejada.
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o Asi que sustituimos esta primera ecuacién en la segunda y resolvemos:

A+B = 32
(B+2)+B = 32
2B+2 = 32
2B = 30

B = 15

e Hasta aqui sabemos que Blanca tiene 15 afios.

e Entonces, como Alberto tiene 2 afios mads, debe tener 17.

¢ Y se cumple que la suma de sus edades es 32 afos: 17+ 15=32.

Observa como cuando resolvimos el S.E.L. podemos facilmente traducir la pentltima ecuacién (2 B =30)
como: «Pensé un niimero, lo multipliqué por 2 y obtuve 30. ;Qué niimero pensé? Obviamente, penso el

15.

La ecuacioén anterior (2 B+ 2 = 32) se traduce asi: «Cuando al ntimero 2 B le sumo 2 obtengo 32. ;Cudnto
vale el nimero 2 B %, pues vale 32 — 2 = 30.

Es una buena idea traducir a palabras cada ecuacién que sepas como traducir. Eso te ayudard a enten-
derlas mejor cada vez.

Ejemplo 6

La familia Alvarez viaja de Acaxochitlan hacia Bacaxochitlan a una velocidad de 91 km/hr.
La familia Blanco viaja de Bacaxochitlan hacia Acaxochitlan a una velocidad constante de 65
km/hr. Si ambos inician su viaje exactamente a la misma hora, jcudntas horas tardaran en
encontrarse sila distancia entre ambas poblaciones es de 455 kilémetros y utilizan la misma
ruta para viajar?

Para resolver este problema suponemos que las dos familias utilizan la misma ruta para ir de una
poblacién ala otra.

Como ambos inician el recorrido al mismo tiempo, ambos han utilizado la misma cantidad de
tiempo para la hora en que se encuentran.

Si denotamos como A al tiempo que lleva de recorrido la familia Alvarez, y B la cantidad de tiempo
que ha recorrido la familia Blanco, tenemos que:

A=B

La familia Alvarez viaja a una velocidad constante de 91 km/hr.
Esto significa que en A horas ha recorrido: (91 A) kilometros.
Por su parte la familia B viaja a 65 km/hr.

Por lo que ha recorrido (65 - B) kilémetros en B horas.

Cuando ellos se encuentren en el camino, la suma de las distancias que han recorrido sera igual a
la distancia entre Acaxochitlan y Bacaxohitlan.

91A+65B =455
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e Pero ya sabiamos que A = B, por lo que:
91A+65B = 455
91A+65A 455
156A = 455
A - 5.8 11, 55
156 12 712 760
e Esto es, 2 horas con 55 minutos.
e Vamos a verificar el resultado, para esto utilizamos la siguiente ecuacion:
35 35
91| = |+65( — = 455
12 12
3185 2275 6090
= =455
12 12 12
3.2.3 METODO DE IGUALACION
Ya vimos que la soluciéon del S.E.L. debe ser tal que cuando sustituyamos los valores de las variables en
cada ecuacioén obtengamos una igualdad verdadera.
Entonces, el valor de x que obtengamos en una ecuacién debe ser el mismo para la otra ecuacién. De
manera semejante, el valor de y en cada una de las ecuaciones, debe ser el mismo.
Este argumento nos ayuda porque podemos igualar el valor de una variable despejando ésta de ambas
incognitas.
El método de igualacion, como su nombre lo indica, consiste en igualar el despeje de una misma variable
en distintas ecuaciones y asi tener una sola ecuacion sin la variable que estamos igualando.
Resuelve:
xX— y= 2 .
x4+2y=11 Ejemplo 1

xX—y=2
x+2y=11

ecuacion.

Esto nos permite igualar los dos despejes:

=
=

Como dijimos, vamos a despejar la misma variable de cada una de las ecuaciones del S.E.L.:

xX=2+y
x=11-2y

Pero ya sabemos que el valor de x en la primera ecuacién debe ser el mismo que en la segunda

x=2+y = 11-2y
y4+2y = 11-2
3y =9
y = 3
e Ahora observa el despeje:
x=2+y
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En palabras el primer despeje dice: «El valor de x es mayor al valor dey en dos unidades.»
e Pero y =3, entonces, x =243 =5, porque

X = 24y
5 = 243

Conlo que la solucién del S.E.L. es: x =5, y =3.

Vamos a verificar el resultado:

xX—y =2 =5— 3 =2
x+2y=11 = 5+2(3)=11

Los despejes en este como en los métodos que ya estudiamos, siempre resultan sencillos.

Algunas veces tendremos que dividir por algiin ntmero.

Resuelve:
5x-2y=1

Ejemplo 2 2x+3y =27

Ya sabemos que debemos despejar la misma incégnita de ambas ecuaciones.

En este caso, todos los coeficientes de las variables son distintos de 1, por eso, no importa cudl
despejemos.

Asi que elegimos despejar y.

Despejamos y de la primera ecuacion:

5x-2y =1
5x—1 = 2y
5x—-1
2 =Y

Ahora despejamos y de la segunda ecuacién:

2x+3y = 27
3y = 27-2x
_27-2x
Y= T3

Ahora igualamos los despejes y resolvemos la ecuacién resultante:

_Sx—l 27—-2x
2 3
5x—1 27—-2x

2 3

y
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e Pero primero observa que podemos multiplicar ambos lados de la ecuacién por 6 y los denomi-
nadores desaparecen de la ecuacién, simplificando la ecuacion:?
3 2
g-6x-1) g 7-2x)
? 3
3-(5x—1) 2-(27-2x)
15x—-3 = 54-4x
15x+4x = 54+3
19x = 57
57
= —_—= 3
19
o Ahora podemos sustituir este valor en cualquiera de los despejes y encontrar el valor de y:
_ 5x-1
yo= 2
. 5(3)-1
- 2
_15-1
2
14
2
y =7
e Entonces, la solucion del S.E.L.es: x =3,y =7.
e Vamos a verificar que la solucién esté correcta:
5x—2y=1 = 503)-2(7)= 1
2x+3y =27 = 2(3)+3(7)=27
Resuelve:
3x+2y=1 q
2x+3y=9 Ejemplo 3

Por eso elegimos despejar la variable x.

Aqui estd el despeje para la primera ecuacién:

3x+2y

3

X

X

Empezamos despejando la misma incégnita de ambas ecuaciones.

1
= —2y
_1-2y
B 3

2Multiplicamos por 6, porque 6 es el minimo comtin muiltiplo de 2 y 3.
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o Ahora la despejamos de la segunda ecuacién:

2x+3y =
2x = 9-3y
9-3
x = Y
2

o Nuestro siguiente paso consiste en igualar los despejes y resolver la ecuacion resultante:

e Para simplificar la ecuacién, empezamos multiplicando ambos lados por el minimo comuin multi-

plo de 2 y 3, es decir, por 6:
2) - 4=
3 Z

2(1-2y) = 3(9-3y)
2—-4y = 27-9y
—-4y+9y = 27-2
5y = 25
y =5

o Ahora podemos encontrar el valor de x a partir de un despeje y el valor de y, que acabamos de

encontrar:
9-3y
X =
2
_9-3(5)
B 2
_ 9-15
B 2
—6
x = —=-3
2

e Lasolucién del S.E.L. es: x =—3, y =5.

e Ahora verificamos que el resultado sea correcto:

3x+2y=1 = 3(-3)+2(5)=1
2x+3y=9 = 2(-3)+3(5)=9

En las pasadas elecciones del pueblo, el candidato del partido X obtuvo 12357 votos mas
Ejemplo 4 que el candidato del partido Y. Entre los dos obtuvieron 45 225 votos. ;Cuédntos votos obtuvo
cada uno de ellos?

e Vamos a denotar por x al ntimero de votos que obtuvo el candidato del partido X, y por y el niimero
de votos que obtuvo el candidato del partido Y.
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De acuerdo a la informacién que se nos proporciond, tenemos el siguiente S.E.L.:
x = 123574y
x+y = 45225

Inmediatamente vemos que en la primera ecuacion ya estd despejada la variable x, asi que vamos
a despejar esa misma variable de la segunda ecuacién:

x+y = 45225
X = 45225-y

Ahora igualamos los despejes y resolvemos la ecuacion resultante:

12357+y = 45225—y
y+y = 45225-12357
2y = 32868
y = 16434

Ahora podemos encontrar el valor de x sustituyendo el valor de y que acabamos de encontrar en la
otra ecuacion:

12357+
12357+ 16434
28791

La solucién es: x =28791, y =16434.
Vamos a verificar que la solucidn esté correcta:

Delainformacién que nos dan en el texto del problema tenemos: «el candidato del partidoX obtuvo
12 357 votos mads que el candidato del partido Y»,

Y ya sabemos que y = 16434, por lo que x =16434+ 12357 =28791.

Ademas, «Entre los dos obtuvieron 45 225 votos», por lo que:

x 4+ y =45225
28791 + 16434 = 45225

Mauricio dijo que tenia $41.00 pesos en 10 monedas. Si él solamente tenia monedas de $5.00
y de $2.00 pesos, jcudntas monedas tenia de cada denominacién?

Ejemplo 5

Ya vimos como resolver este tipo de problemas con una sola ecuacién y una incégnita (Pag. 115),
pero ahora vamos a resolverlo usando dos ecuaciones con dos incégnitas.

Empezamos definiendo como c la cantidad de monedas de $5.00 pesos 'y
d la cantidad de monedas de $2.00 pesos que posee.

Sabemos que tiene en total 10 monedas, entonces:

c+d=10
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Y en total tiene $41.00 pesos, entonces,

5¢+2d=41

Vamos a despejar de ambas ecuaciones la misma incégnita.

Elegimos c.

Hacemos el despeje de la primera ecuacion:

c+d = 10
c = 10-d

Ahora hacemos el despeje de la segunda ecuacion:

5¢+2d = 41
5¢ = 41-2d
41-2d
C = _—
5

Ahora igualamos los despejes y resolvemos la ecuacion:

_41-2d
~ 5

c=10—-d

Para simplificar la fraccién multiplicamos ambos lados de la igualdad por 5:

41-2d
50-5d = 41-2d
50—-41 = -2d+5d
9 = 3d
3 = d

o Es decir, tiene 3 monedas de $2.00 pesos.
o Esto significa que tiene 10 —3 =7 monedas de $5.00 pesos.

e Vamos a verificar que la solucion satisface las condiciones del problema:

c+d=10 = 3+7=10
5c+2d=41 = 5(7)+2(3)=41

Observa que en el ejemplo anterior se eligieron las literales de manera que sea facil identificar de qué
variable estamos hablando: ¢ para las monedas de cinco pesos y d para las monedas de dos pesos.

Utilizar este principio siempre es muy buena idea, porque frecuentemente ocurre que muchos estudi-
antes resuelven correctamente el problema, pero a la hora de interpretar el resultado cometen el error de
intercambiar las variables con sus significados.

Por ejemplo, si hubieran elegido x para las monedas de $2.00 pesos, hubieran encontrado que x = 3, pero
después, por descuido, dirian que tienen en total 3 monedas de $5.00 pesos.
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Esto se puede evitar si buscas una literal que te ayude a identificar qué variable est4 representando.

Resuelve el siguiente sistema:
ax+by=m
cx+dy=n

por el método de eliminacién. Reto 1
Sugerencia: Multiplica la primera ecuacién por —c y la segunda ecuacién por a para poder

eliminar la variable x y encontrar el valor de y. Para encontrar el valor de x elimina y multi-

plicando la primera ecuacién por d y la segunda ecuacién por —b.

"

3.2.4 METODO DE DETERMINANTES

Este método es de los mas inmediatos?, ademds de que nos ayuda desde el principio a reconocer si un
S.E.L. tiene solucién tnica o no.

Para empezar definimos el concepto de determinante:

P
DETERMINANTE
Sean a, b, c,d niimeros reales. El arreglo de niimeros:

a b Definicion 1
c d

se utiliza para denotar al determinante y su valor es iguala: ad — b c.

(.

Entonces, por definicion:
a b
c d

‘:ad—bc

Una forma de memorizar el concepto de determinante y cémo calcularlo consiste en observar que mul-
tiplicamos las diagonales del arreglo de ntimeros, primero la que va de izquierda a derecha (que es la
manera como leemos) y de arriba hacia abajo (que nos arroja el primer producto: a d), y después multi-
plicamos los otros dos niimeros que no habiamos considerado: bc y restamos este producto del anterior.

En un S.E.L. podemos tener, por ejemplo:

ax+by=m
cx+dy=n

el cual se puede escribir en forma matricial*:

Para obtener la forma matricial de un S.E.L. basta escribir el mismo S.E.L. sin las variables. Es decir,
escribimos solamente los coeficientes.

De aqui se definen 3 determinantes:

3Descubierto por Gabriel Cramer (1 704 - 1 752), matematico suizo. Hay evidencia de que esta regla fue usada anteriormente por
el Matemadtico Inglés Colin Maclaurin (1689 —1746). [2]

4En matemdticas, una matriz se define como un arreglo rectangular de niumeros. El dlgebra lineal es la rama de las matematicas
que estudia estos objetos matemadticos, asi como los vectores.
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v/ El determinante principal:

A, = Z Z ‘ =ad—-bc
v El determinante auxiliar en x:

Ay = r;z Z =md—-bn
v El determinante auxiliaren y:

Ay = c r: =an—mc

Para hacer maés facil las cosas, observa que en el determinante auxiliar de x hemos sustituido los coefi-
cientes de la variable x por el lado derecho de las ecuaciones del S.E.L., y de manera semejante, para el
determinante auxiliar de y se han sustituido los coeficientes de la variable y por los nimeros m, n, y el

determinante se ha calculado como se definié anteriormente.

A partir de los determinantes podemos encontrar la solucién del S.E.L.:

ax+by=m
cx+dy=n
En este caso:
m b
Ay n d md—bn
X = e =
A, a b ad—>bc
c d
a m
Ay | ¢ n| an-mc
v = Ay, |a b| ad-bc
c d

Para dar evidencia de que esto es verdad, vamos a volver a resolver el siguiente S.E.L.:

Resuelve:
. x+y=10
Ejemplo 1 X—y= 2

e Primero encontramos el determinante principal:

1

Ap:‘ . _i ‘=(1)(—1)—(1)(1)=(—1)—(1)=—2

e Ahora calculamos el determinante auxiliar en x:

10

e 2

_} '=(10)(—1)—(1)(2)=(—10)—(2)=—12
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¢ Y finalmente calculamos el determinante auxiliar en y:

Ay:' i 12 ‘:(1)(2)—(10)(1)=(2)—(10)=—8

e Ahora podemos calcular la solucién del S.E.L.:

Ay -—12
X = —:—:6
A, -2
A, -8
= —=—=44
4 A, 2

e Y ya sabemos que la solucidn es correcta®.

Resuelve:

2 =
X+ y=6 Ejemplo 2

Calculamos primero el determinante principal:
2 1
Ap::'l > ‘=(2X—2)—(1X1)=(—4)—(D==—5

Ahora calculamos el determinante auxiliar en x:

1
Ax: ‘ 8 -2 ' :(6)(_2)_(1)(8):(—12)_(8):_20

Y finalmente calculamos el determinante auxiliar en y:

%2“ ﬂzm@4wn4w%@=w

Ahora podemos calcular la solucién del S.E.L.:

Ay —20
X = —_—— = 4
A, 5
A —10
A, -5
e Ahora vamos a verificar que la solucién sea correcta:
2x+y=6 = 2(4)+(—-2)=6
x—2y=8 = 4-2(-2)=8

5Este S.E.L. ya se resolvi6 por varios métodos. Puedes ver la solucion en las paginas 22 (método grafico), 22 (eliminaci6n) 6 139
(sustitucion).
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La ventaja de usar este método consiste en que si el determinante principal es igual a cero, entonces
podemos concluir inmediatamente que el S.E.L. no tiene solucién unica. Es posible que no tenga solu-
ci6én, como es posible que tenga un ntimero infinito de soluciones.

Ejemplo 3

Resuelve:
2x-3y=7
4x -6y =0

Para resolver este S.E.L.5 vamos a calcular primero el determinante principal:
2 -3
A=y o |=@E0-(3)0)=(-12)-(-12)=0
Dado que A, = 0, no podremos encontrar los valores de las variables x e y, porque tendremos
divisién por cero.
De aqui se concluye que el S.E.L. no tiene solucién tnica.

Para saber si el S.E.L. tiene un nimero infinito de soluciones o no tiene solucién, calculamos los
otros dos determinantes auxiliares:

Empezamos calculando el valor del determinante auxiliar de x:

A= ' :2 ‘ =(7)(—6)—(—=3)(0) =(—42) — (0) = —42

Y ahora calcumamos el determinante auxiliar en y:

Ay:‘ ’ ‘:(2)(0)—(7)(4)=(0)—(28)=—28

2

4

En este caso tanto Ay como A, son distintos de cero, indicando que el S.E.L. no tiene solucion.

;Por qué? Observa que si multiplicamos la primera ecuacién del S.E.L. por 2 obtenemos:
2x-3y=7 = 4x—-6y =14

Y al compararla con la segunda ecuacién del S.E.L. podemos concluir que se trata de un S.E.L. for-

mado por dos rectas paralelas distintas.

En caso de que los determinantes auxiliares hubieran resultado ser iguales a cero, tendriamos que
las dos ecuaciones que forman el S.E.L. serian la misma recta, y el S.E.L. tendria en ese caso un
numero infinito de soluciones.

Entonces, este S.E.L. no tiene solucion.

Ejemplo 4

En la oficina municipal utilizan dos fotocopiadoras para preparar invitaciones para el dia de
las madres. La médquina Y produce 600 fotocopias mds por hora que la maquina X. Cuando
trabajan juntas producen 19 800 fotocopias en 3 horas. ;Cudl es la velocidad de fotocopiado
de cada maquina?

6Este S.E.L. fue tomado de la fuente: [?] indicada en la bibliografia.
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Sabemos que la maquina Y produce 600 fotocopias mds por hora que la maquina X.

Es decir, si x es la velocidad de fotocopiado de la maquina Xy y es la velocidad de fotocopiado de
la maquina 'y, tenemos que:

y=x+600 = —x+y =600
Por otra parte, sabemos que en 3 horas las dos maquinas trabajando juntas producen 19 800 foto-
copias:

3x+3y=19800

Entonces, el S.E.L. que modela nuestro problema es:

—-x+y = 600
3x+3y = 19800
Primero lo escribimos en forma matricial:
[ -1 1 600
3 319800

Ahora es mas facil encontrar los determinantes:

-1

1
5 3 |=CDE-ME)=(-3)-E)=-6

A, =

Dado que A, # 0 sabemos que el S.E.L. tiene solucién tinica.
Ahora encontramos el determinante auxiliar en x:

600 1

L9800 3 | = (600)(3)—(1)(19800) = (1800) — (19800) = ~18000

Ax:‘

Y el determinante auxiliar en y:

-1 600

Ay:‘ 3 19800

‘ = (—1)(19800) — (600)(3) = (—19800) — (1800) = —21600

Y la solucion de este S.E.L. es:

A, —18000

5 o= e =3000
A, -6
Ay —21600

y = =g =360

=

Ahora comprobamos que la solucién esté correcta:

Es evidente que la solucién satisface la primera ecuacién:

¥y =x+600 = 3600=3000+ 600

Ahora verificamos que satisfaga la segunda ecuacion:

3x+3y=19800 =  3(3000)+3(3600)=19800
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e Con lo que probamos que la velocidad de la fotocopiadora X es de 3 000 fotocopias por hora y la
fotocopiadora Y tiene una velocidad de 3 600 fotocopias por hora.

En la biblioteca de una primaria encontraron que hay 3 libros de quimica mas que de fisica

Ejemplo 5 y la suma de esos libros es 27. ;Cudntos libros de cada una de esas materias hay?

Vamos a denotar al ntimero de fisica con la letra f y los de quimica por q.

Sabemos que si a los libros de fisica le sumamos 3, obtenemos el niimero de libros de quimica:

g=f+3 = —f+q=3

Por otra parte, sabemos que sumamdos los libros de fisica y los de quimica en total son 27:

f+qg=27
e Nuestro S.E.L. es:
f+qg=27

Es evidente que este S.E.L. se puede resolver rdpidamente por el método de eliminacién, pero va-
mos a probar la solucién por el método de determinantes.

e Ahora escribimos el S.E.L. en su forma matricial:

-1 1 3
1 1|27
e Para resolver este S.E.L., empezamos calculamos los determinantes:
Ap = _i i =-D1)-MD)=(-1)-(1)=-2
3 1
Ar o= |, |=EO-MeD=0)-@n=—24

¢ Entonces, la solucién de este problema es:

f = e A
A, -2
A, -2

e Ahora vamos a verificar que esta solucion satisface las condiciones del problema:

v La primera condicion: «...hay 3 libros de quimica mds que de fisica», se cumple: 15=12+3
v Lasegunda condicion: «...la suma de esos libros es 27», también se cumple: 12+ 15=27

Cuando encuentres un S.E.L., primero observa qué método de solucién te ayuda a resolverlo con el min-
imo esfuerzo.

Una buena idea consiste en calcular primero el determinante principal del S.E.L., porque esta informa-
cién te dird si tiene solucién tnica (en caso de que A, #0).
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3.2.5 INTERPRETACION GRAFICA

157

En la introduccién de la seccién Sistemas de Ecuaciones Lineales se presento la interpretacién grafica (o
geométrica) de la solucién de un S.E.L..

Este tema estd relacionado con la Interpretacion Grdfica de las Funciones Lineales, donde se estudia el

concepto de funcion.

Una ecuacion lineal con dos variables puede escribirse en forma de una funcién. Por ejemplo, consider-

€emaos:

ax+by=k

Podemos facilmente despejar la variable y y reescribir la ecuacién en forma de una funcién:

Esta funcién nos ayuda a calcular un valor de y una vez que nosotros conozcamos un valor de x.

Entonces, para graficar la ecuacién a x + b y = k podemos expresarla como una funcién:

_k—ax
=%

_k—ax
YT

y a partir de ésta, encontrar las coordenadas de dos de sus puntos, y trazar la recta que pasa por éstos.

Grafica cada una de las ecuaciones del siguiente S.E.L.:

x— y= 2
x+2y=11

Ejemplo 1

e Ahora necesitamos encontrar dos puntos para cada una de las rectas.

segunda.

Para graficar las ecuaciones, primero debemos despejar y:

y = x-2
11-x
2

y =

e Para esto, vamos a sustituir valores para x y calculamos el valor de y que le corresponde.

Punto

OO W

[\CINS, BNS; BN IS
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Después de tener los puntos por donde pasa cada recta, las graficamos:

(7

ol

\g 1,5)
4
3
2

1

2
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Primero encontramos dos puntos (A y B) para la primera recta y después otros dos (C y D) para la



158 Ecuaciones de primer grado

o Nosotros ya resolvimos este S.E.L. utilizando el método de igualacion.
e Asique podemos ver que la solucion es correcta, de acuerdo a aquel procedimiento.

o Este S.E.L. tiene solucién tinica, porque al graficar las ecuaciones, obtenemos dos rectas que no son
paralelas.

Cuando debamos resolver un S.E.L. de dos ecuaciones y dos variables, y al graficar las ecuaciones en un
plano cartesiano, si esas dos rectas no son paralelas, tendremos dos rectas que se cortan en algiin punto
del plano. Ese punto, representa la solucién del S.E.L.

Esto es asi porque el punto pertenece simultdneamente a ambas rectas, y por tanto, satisface ambas ecua-
ciones.

Esa es precisamente la definicién de la solucién del S.E.L.

Otro seré el caso cuando tengamos dos rectas paralelas y distintas.

Resuelve el siguiente S.E.L.:
xX— y=2

Ejemplo 2
jemp 2x—-2y=0

Para resolverlo, vamos a encontrar el determinante principal del S.E.L.:

Ap= ‘ > ' =(1)(-2)— (~1)(2) =(~2)~ (-2)=0

Hasta ahora sabemos que el S.E.L. no tiene solucién tinica, dado que A, =0.

Para saber si se trata de un S.E.L. con un nimero infinito de soluciones o no tiene solucién, vamos
a graficar las ecuaciones que forman el S.E.L.:

Igual que en el ejemplo anterior, empezamos encontrando dos puntos para cada ecuacion.

Después graficamos las rectas:

(7,
6
(7
Punto x y 5
A 2 0 4
B 7 5
c 1 1 3
D 7 7 5
(1
1
2
X
12 3 4 5 6 7 8

e De la grafica se hace evidente que este S.E.L. no tiene solucidn, porque se trata de dos rectas par-
alelas.

www.aprendematematicas.org.mx Efrain Soto A.



3.2 Sistemas de Ecuaciones lineales (2 incégnitas) 159

e Para saber si tiene un numero infinito de soluciones o no tiene solucion, utilizando el método de
los determinantes, necesitamos encontrar los determinantes auxiliares y ver co6mo se comportan
en este caso:

Av = ' :; '=(2)(—2)—(—1)(0)=(—4)—(0):_4

N = OoON

A, o =0~ @@)=0-@)=-4

e Observa que ni Ay, ni A, son iguales a cero”.

o Esto nos indica que las rectas son paralelas, y por tanto, que el S.E.L. no tiene solucién.

Ahora vamos a resolver un S.E.L. con un ntimero infinito de soluciones para verificar que al menos uno
de los determinantes auxiliares se hace cero.

Resuelve el siguiente S.E.L.:
x— y=2

Ejemplo 3
2x -2y =4 e

e De nuevo, calculamos el determinante principal del S.E.L.:

Ar’:‘ ; :; '=(1)(—2)—(—1)(2):(_2)_(_2)20

Hasta ahora sabemos que el S.E.L. no tiene solucién tinica, dado que A, =0.

Para saber si se trata de un S.E.L. con un nimero infinito de soluciones o no tiene solucién, vamos
a graficar las ecuaciones que forman el S.E.L.:

Igual que en el ejemplo anterior, empezamos encontrando dos puntos para cada ecuacion:

y
6
(7
5
Punto x y
4
A 2 0
B 7 5 3
c 2 0
D 7 5 2
1
(2
X
1,2 3 4 5 6 7 8

o De la grafica se hace evidente que este S.E.L. no tiene solucién, porque se trata de dos rectas par-
alelas, que ademaés son la misma recta.

7Si al menos uno de los dos es distinto de cero, concluimos que el S.E.L. no tiene solucion.

Efrain Soto A. www.aprendematematicas.org.mx



160 Ecuaciones de primer grado

e Ahora vamos a estudiar como se comportan los determinantes auxiliares:

2

A, = =2)(=2) - (=)4) =(-4)—(-4)=0

-1
-2

4
1 2
A, 5 4 |FUH-22)=4)-(4)=0

e Observa que: A, =0, y también A, =0.

o Esto nosindica que las rectas son paralelas, y ademads, la misma, y finalmente, que el S.E.L. no tiene
solucién.

Si consideramos el S.E.L. siguiente:

ax+py=x1
Wx+Py=x

y suponemos que A, = a; 2 — az f1 =0, se sigue que:

aif = afh
@ _ P
az B2

Aqui, existe la posibilidad de que el cociente p sea igual o diferente al cociente x; /x>.

Si se cumple la igualdad:

a_b_x

a B K2
Entonces, los tres determinantes, A,, A, y A, serdn iguales a cero®, y ala vez, las ecuaciones del S.E.L. son
equivalentes, pues podemos obtener una multiplicando (o dividiendo) la otra por p, y por eso tenemos
un namero infinito de soluciones.

Si un punto estd sobre la primera recta, también estd sobre la segunda, pues geométricamente son la
misma recta.

El otro caso, en el cual:

a_Bm

a 7 K2
Se trata del caso en el que las rectas son paralelas y diferentes. Por eso el S.E.L. no tiene solucién. Aqui,
solamente A, = 0. Los determinantes auxiliares A, A, pueden ser distintos de cera?,

Una forma muy sencilla de notar si el S.E.L. tiene un ntimero infinito de soluciones o no tiene soluciones
consiste en buscar un niimero que multiplicado por una ecuacién dé igual a la otra ecuacién.

En el ejemplo anterior, si multiplicamos la primera ecuacién por 2, obtenemos exactamente la segunda
ecuacion. Esto indica que las dos ecuaciones son la misma.

Si al multiplicar obtenemos el término independiente distinto, pero el resto de la ecuacién igual a la otra,
entonces tenemos dos rectas paralelas.

Verifica si el S.E.L.:
x— y=2
Ejemplo 4 2x—2y=0

tiene o no tiene soluciones.

8Verifica que esto es verdad calculando los tres determinantes.
9Uno de ellos puede ser igual a cero, pero no ambos.
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Ya resolvimos este S.E.L..

Lo que ahora vamos a hacer es buscar un nimero que multiplicado por la primera ecuacién nos
resulte la segunda ecuacién.

Evidentemente, podemos multiplicar la primera ecuacién por 2 y obtenemos:

x—y=2 = 2x—2y=4
2x-2y=0 => 2x-2y=0

Vemos que el nuevo S.E.L. equivalente al original no tiene soluciones, porque se trata de dos rectas
paralelas.

Puedes concluir esto al ver que 4 # 0.

Resuelve los siguientes S.E.L. por el método algebraico mds conveniente. NOTA: Algunos de
los S.E.L.’s tienen un nimero infinito de soluciones. Indica si se trata de ese caso. Respecto
alos problemas, primero encuentra el S.E.L. que modela la situacién y resuélvelo. Recuerda
verificar que la solucién satisfaga las condiciones iniciales del problema.

Ejercicios 3.2

R ity
2 | m: ;
3) {6 = x=0,y=-4
0 |- m::
5) {3§+§:_6 x=-1,y=-5
o (o
y ferraros
8) {2§12$:: x=0,y=-2
9 { 2§+§§:_—4 x=8,y=-6
10) {§§+2§:_9 x=0y=3
w { TET -
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12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

x+4y =18
—-x+3y=10
5x+2y=-40
—5x+ y= 25
x+2y= 19
—5x+ y=-29
5x+2y= 50
—6x+ y=-43
4x+2y=-12
x+3y= -3
3x+ y= 10
—5x—4y=-12
4x+3y=
2x— y=16
x+2y= -9
—2x+3y=-10
5x+ y=-26
-3x—-3y= 30
5x+2y= 54
—5x+4y=-12
x+4y= 26
—6x+ y=-31
S5x+ y=-1
—-6x—-3y= 3
3x+ y=-11
—5x—4y= 16
5x+2y=-28
—-3x+4y= 22
4x+4y =20
5x+3y=17
x+4y=-31
-x+ y= -9
x+ y=-1
—4x—-4y= 4
6x+4y =10
6x+ y=16

www.aprendematematicas.org.mx
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x=2,y=4

X=-6,y=-5

x=7,y=6

x=8,y=5

x=-3,y=0

x=-1l,y=-4

x=—-4,y=-6

x=8,y=7

Efrain Soto A.
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o (0T
w o=
32) {—iigii—_lg xX=6,y=-3
o (5T
34) {Gifngg Xx=4,y=6
w {
w firer=
37) {iif;zg x=0,y=0
38) {—4it3§i—3§ r=9y=-1
39) {_ifgiz:g x=6,y=-3
o {20
w {5710
2) {E;jgy;_gg c=ty=5
43) {_nyz_?g Xx=-7,y=-5

44) Melissa compré 2 kg de tomate y 3 kg de papa por lo que pagé6 $45.00 pesos. Nancy compr6 (al mismo
precio) 3 kg de tomate y 2 kg de papa por $50.00 pesos. ;Cudl es el precio de cada kilogramo de papa?
$7.00 pesos/kg.

45) Si ala edad de Isabel la multiplicamos por 3 y al resultado le sumamos 4 obtenemos la edad de su tia
Ana. Ambas edades suman 40. ;Qué edad tiene cada una? Isabel: 9 afios. Tia Ana: 31 afos.

46) En un circo habia 365 asistentes entre adultos y nifios. Cada boleto de adulto costaba $80.00 pesos,
mientras que cada boleto de nifio costaba $45.00 pesos. ;Cudntos nifios y cudntos adultos asistieron
al circo a una funcion, si se recaudaron por entradas $25 175.00 pesos? Entraron 250 adultos y 115
nifios.
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47)

48)

49)

50)

51)

52)

53)

54)

55)

56)

57)

Ecuaciones de primer grado

En el cine del pueblo a la funcién de estreno asistieron 305 adultos y 150 nifios, por lo que se recaud6
un total de $28 850.00 pesos. El boleto de adulto cuesta $20.00 méas que el de nifio. ;Cudles son los
precios de las entradas de adulto y de nifio? Adulto. $70.00 pesos, nifio: $50.00 pesos.

Un vendedor mezcla cacahuates y semilla de pipidn para vender. El kilogramo de cacahuate le cuesta
$30.00 pesos y el kilogramo de semilla de pipidn cuesta $70.00 pesos. ;Cuantos gramos de cada pro-
ducto debe incluir en la mezcla si desea que el costo de producirlo sea de $4.00 pesos por cada 100
gramos? 75 gr de cacahuate y 25 gr de semilla de pipidn.

En el hotel «El descanso» cambiaron los precios de las habitaciones que ofrecen. Originalmente la
habitacién doble tenfa un costo de $150.00 por noche, mientras que la sencilla costaba $100.00 pe-
sos por noche. Ahora, cuando el hotel tiene sus 65 habitaciones dobles y sus 35 habitaciones sencil-
las ocupadas todas, su ingreso diario es de $15 750.00 pesos. ;Cudles son los nuevos precios de cada
habitacion, si la diferencia de precios sigue siendo de $50.00 pesos?  Sencilla: $125.00 pesos, doble:
$175.00 pesos.

Un D.J. cobra $100.00 pesos por cada hora de trabajo durante las primeras cuatro horas y cada hora
adicional la cobra a $175.00 pesos. En el aniversario de una tienda trabaj6é buena parte del dia y por
eso recibi6 $925.00 de salario. ;Cudntas horas trabajo en total ese dia? 9 horas

Un trabajador recibe $25.00 pesos por hora trabajada durante las primeras cuarenta horas de trabajo
durante la semana y por cada hora extra adicional recibe $60.00 pesos. Durante la semana pasada
recibié $1420.00 pesos. ;Cudntas horas extra trabajé? 7 horas.

Don Polo tiene 100 Ha de terreno para sembrar. El afio pasado sembré maiz y frijol. Cada hectarea de
siembre de maiz le cost6 $450.00 pesos, mientras que cada hectarea de frijol cost6é $1 500.00 pesos. En
total necesit6 de $76 500.00 pesos para sembrar todo su terreno. ;Cudntas hectareas de frijol y cudntas
de maiz sembré? Frijol: 30 Ha, maiz: 70 Ha.

Un total de $20,000.00 pesos se invirtieron en acciones que otorgaban el 5% una parte y el resto en ac-
ciones que otorgaban el 8% anualmente. Al final del afio se recaudaron $1 240.00 pesos como utilidad
de la inversién. ;Cudnto se invirti6 en cada tipo de acciones? Al 5%: $12 000.00 pesos; al 8%:
$8000.00 pesos.

Una empresa decidié invertir $25000.00 pesos en su campaifia publicitaria. De acuerdo a la infor-
macién que la compaiiia de publicidad les entreg6, pueden utilizar esa inversién en (A) 72 dias de
anuncios de radio, transmitiendo 5 anuncios diariamente en las horas que ellos prefieran, y ademas,
200 playeras para regalar a los clientes que visiten sus instalaciones. La otra opcion (B) consiste de 300
playeras y 58 dias de anuncios de radio, transmitiendo 5 anuncios diariamente en las horas que ellos
prefieran. ;Cudnto cuesta cada playera publicitaria? $35.00 pesos.

De acuerdo con la informacién del ejercicio anterior, ;cudnto cuesta cada anuncio deradio?  $50.00
pesos.

Reto: David cambi6 el orden de las cifras de un nimero de dos cifras. El nlimero que obtuvo era dos
unidades mayor que el doble del niimero inicial. Not6é que la suma de las cifras del nimero es igual a
7. ;Cuédl era el niimero inicial? 25

Pronésticos: Los pardmetros m y b de la ecuacién de la recta y = m x + b que mejor se ajusta a los
puntos (1,2), (2,3), (3,4), (5,5) y(7,6) estd dado por la solucién del siguiente S.E.L.:

18m+ 5b=20
88m 4 18b =87

a) Encuentra la ecuacion de la recta de mejor ajuste para esos puntos.
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b) Grafica la recta ylos puntos en el mismo plano cartesiano.

58) Geometria Analtica: Las coordenadas del centro C(x,y) de la circunferencia que pasa por los puntos:
A(0,2), B(1,7)y C(6,2) estan dados por la solucién del siguiente S.E.L.:

S5x— y=11
2x—-3y=-6
a) Calculalas coordenadas del centro de la circunferencia x=3,y=4.

b) Grafica los tres puntos por donde pasa la circunferencia y su centro.

¢) Traza la circunferencia con la ayuda de un compas.

59) Para cercar el terreno que se muestra enseguida se requirieron de 74 metros de tela ciclénica de alam-
bre. Para cercar uno de los tres sectores completamente se requieren de 16 metros de malla. ;Cuéles
son las dimensiones de cada una de las divisiones? (NOTA: el dibujo no estd aescala.) x=3,y=5.

60) Reto: Describe los métodos algebrdicos (eliminacién, igualacién, sustitucién y determinantes) para
resolver sistemas de ecuaciones lineales.

61) Reto: Explica en una hoja de papel como identificas un S.E.L. que no tiene soluciones.

62) Reto: Explica en una hoja de papel cémo identificas un S.E.L. que tiene un nimero infinito de solu-
ciones.

Ahora vamos a generalizar el procedimiento que hemos utilizado para resolver sistemas de una ecuacién
con una incégnita y de 2 ecuaciones con dos incégnitas.

Para empezar, debemos notar que cuando resolvimos un S.E.L. de 2 ecuaciones con dos incégnitas, en los
métodos de eliminacién (suma y resta), sustitucioén e igualacion, el propésito que perseguimos siempre
fue de transformar el S.E.L. en un problema de una ecuacion lineal con una sola incégnita. Es decir,
redujimos un problema nuevo a un tipo de problema que ya sabemos c6mo resolver.

En este caso haremos lo mismo.

Resuelve el siguiente S.E.L.:

X+y+z=6
Xx+y—-z=0 Ejemplo 5
X—y+z=2

o En este primer ejemplo utilizaremos el método de suma y resta.
e Para esto, primero debemos decidir qué variable vamos a eliminar.

e Por ejemplo, podemos eliminar la variable z.
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Sumamos las primeras dos ecuaciones del S.E.L.:

x+ y+z=6
x+ y—2z=0
2x+2y =6

Asi hemos obtenido una ecuacién que tiene solamene las variables x, y.

Podemos simplificar la ecuacién dividiendo ambos lados de la igualdad entre 2 y obtener:

x+y=3

A esta nueva ecuacion la llamaremos la ecuacién A

Ahora vamos a sumar las ecuaciones dos y tres:

x+y—z=0
X—y+z=2
2x =2

Esta dltima ecuacién implica que'® x = 1.
De la ecuacion A sabemos que x +y =3, pero x = 1, por lo que necesariamente, y = 2.

De la primera ecuacion del S.E.L. y con los valores de las variables x,y podemos encontrar el valor
de la variable z.

Para esto, sustituimos los valores que ya conocemos en cualquiera de las ecuaciones del S.E.L..

x+y+z = 6
1+2+z = 6
z = 6-3=3

Entonces, la solucién del S.E.L.es: x =1,y =2,z =3.
Vamos a verificar la solucion:

xX+y+z=6 =>14+2+3=6
x+y—2z=0 =>14+2-3=0
X—y+z=2 =>1-2+3=2

Al resolver un S.E.L. de 3 ecuaciones con 3 incégnitas podemos usar cualquiera de los métodos que ya
hemos estudiado.

En el siguiente ejemplo aplicaremos el método de sustitucion.

Ejemplo 6

Resuelve el siguiente S.E.L.:

x+y+z=10
x+y—z=0
X—y+z= 6

¢ Iniciamos despejando la variable x de alguna de las ecuaciones.

10Traduce a palabras la ecuacion para encontrar su solucion.
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o Elegimos la segunda ecuacion:
x+y—-z = 0
xX = z—y
¢ Ahora sustituimos este valor de x en las otras dos ecuaciones.
¢ Empezamos sustituyendo en la primera ecuacién:
X)+y+z = 10
(z—y)+y+z = 10
2z = 10
z =5
e Por suerte hemos encontrado el valor de z.
e Ahora vamos a sustituir el valor de y en la tercera ecuacion:
X—y+z
(z=y)-y+z =
—2y+2z =
¢ Esta dltima ecuacién puede simplificarse si dividimos entre dos ambos lados de la igualdad:
—y+z=3
o Pero ya sabemos que z =5, por lo que:
-y+z =
~y+5 =
e Implica que y =2.
e Para encontrar el valor de x utilizamos el primer despeje que hicimos:
= z— y
= 5-2=3
e Conlo quelasolucién del S.E.L.es: x =3,y =2,z =5.
e Vamos a verificar el resultado:
x+y+z=10 = 34+2+5=10
xX+y—-z=0 =>3+2-5=0
xX—y+z= 6 =>3-2+5= 6
Igual pudimos haber sustituido el valor de la variable z que encontramos al inicio y simplificar el prob-
lema atin maés.
El siguiente ejemplo se resuelve con el método de igualacion.
Resuelve el siguiente S.E.L.:
x+y+z=10
x+y—z= 4 Ejemplo 7
X—y+z= 8
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o Empezamos despejando la variable x de dos ecuaciones.
o Elegimos las primeras dos ecuaciones del S.E.L.:

x+y+z=10 => x=10—y—z

xX+y—z=4 = x=4-y+z
o Ahora igualamos esos despejes y obtendremos una ecuacion:
x=10—y—-z = 4-y+z
6 = 2z

e Queimplica z =3.
e Ahora vamos a simplificar el problema.
¢ Enlasiguiente igualacién, vamos a sustituir el valor que ya conocemos.

e Despejamos x de nuevo, pero ahora de las tltimas dos ecuaciones:

xX+y—z=4 => x=4-y+z
xX—y+z=8 = xX=8+y-z
e Yaligualar obtenemos:
x=4-y+z = 8+y-—z
—2y+4+2z = 8-4
—2y+2z = 4

¢ Simplificamos la ecuacién dividiendo entre dos ambos lados de la igualdad:
—y+z=2
e Pero ya sabiamos que z =3, porloque y =1.
o Finalmente, podemos encontrar el valor de la variable x a partir de cualquiera de los despejes:

x = 8+y-—z
x = 8+1-3=6

Ahora verificamos que la solucidon sea correcta:
x+y+z=10 = 6+1+3=10

xX+y—z= 4 >6+1-3= 4
xX—y+z= 8 =>6-1+3= 8

El siguiente ejemplo se resuelve a través del método de los determinantes.

Para esto, primero definimos c6mo encontrar un determinante de tres por tres.

DETERMINANTE DE TERCER ORDEN
Se calcula con la siguiente relacion:

Definici6n 1 ¢ . .
[ [=@)e)@)+(a)n)e)+(g)b)f) — (c)e)g) — (f)(h)a) - (1)b)d)
i

e & Q
o S
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Resuelve el siguiente S.E.L.:

x+y+z=10
Ejemplo 8 x+y—z= 4
X—y+z= 2

e Primero encontramos el determinante principal A, del S.E.L.:

1 1 1
Ap=]|1 1 =1 |=D)+CED+-D-D)-1)-(1)=-4
1 -1 1

e Dado que A, #0, el S.E.L. tiene solucién tinica.
e Ahora calculamos los determinantes auxiliares para cada una de las variables.

¢ Recuerda que en cada caso sustituimos la columna de las constantes por la columna de la variable
correspondiente.

e Empezamos calculando el determinante auxiliar en x:

0 1 1
Ac=| 4 1 =1 |=010)+(-4)+(-2)—(2)—(10)—(4)=—-12
2 -1 1

e Ahora calculamos el determinante auxiliar en y:

1 10 1
Ay=|1 4 -1 |=4)+(2)+(-10)-(4)—-(-2)-(10)=-16
1 2 1

¢ Y finalmente, calculamos A;:

1 1 10
A=|1 1 4 [=2)+(-10)+4)—(10)—(-4)—(2)=—12
1 -1 2

Ahora podemos calcular el valor de cada una de las variables:

Ay 12

X = —:—:3
A,  —4
A —16
A, —4
A, —12

Z = —:—:3
A,  —4

e Ahora verifica que la solucidn sea correcta.

El siguiente ejemplo es una aplicacién sencilla de los S.E.L.’s de 3 ecuaciones con 3 incégnitas.

Aarén, Bernardo y Claudio estdn jugando canicas. Aarén y Bernardo tienen 2 canicas méas
que el doble de lo que tiene Claudio. Entre Aar6én y Claudio tienen 7 canicas mds de las que Ejemplo 9
tiene Bernardo, y entre los tres juntan 47 canicas. ;Cudntas tiene cada uno de ellos?

Efrain Soto A. www.aprendematematicas.org.mx



170

Ecuaciones de primer grado

Primero debemos escribir el S.E.L. que modela esta situacion.

El texto del problema nos dice que «Aarén y Bernardo tienen 2 canicas mds que el doble de lo que
tiene Claudio.»

Esto significa que si sumamos las cantidades de canicas que tiene Aarén mds las que tiene Bernardo,
esto serd igual al doble de las que tiene Claudio més dos.

Matemadticamente, si A representa la cantidad de canicas que tiene Aarén, B las que tiene Bernardo,
y C las que tiene Claudio, tenemos:
A+B=2C+2

Lo cual puede reescribirse de la siguiente forma:

A+B-2C=2

La siguiente oracién del problema dice: «Entre Aarén y Claudio tienen 7 canicas mds de las que
tiene Bernardo», esto es:
A+C=B+7

Que puede escribirse como: A— B+ C=7.
La siguiente oracion del problema dice: «Entre los tres juntan 47 canicas». Esto es:

A+B+C=47

Entonces, el S.E.L. que modela esta situacion es:

A+B-2C= 2

A-B+ C=7

A+ B+ C=47
Ahora debemos resolverlo.

Vamos a utilizar el método de los determinantes.

Calculamos primero el determinante principal A,:

1 1 -2
Ap=|1 -1 1 |=(=D+(=2+1)-(2)-1)—1)=—6
1 1 1

Dado que A, #0, el S.E.L. tiene solucién tinica.

Asi que podemos seguir calculando los determinantes auxiliares:

2 1 -2

Ay = | 7 =1 1 |=(=2+(-14)+(47)-(94)-(2)—(7)=-72
47 1 1
1 2 =2

Ap = |1 7 1 |=(N+(-99)+(2)-(-14)-(47)~(2)=-120
1 47 1
1 1 2

Ac = |1 =1 7 |=(=A4D+2)+(7)-(-2)-(71)-(47)=-90
1 1 47
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e Y a partir de estos valores podemos conocer cudnto tiene cada uno de ellos:

Ay =72

A = ——C_1
A, -6
Ap  —120

B = B_"""_9
A, -6
Ac =90

cC = =C=""_715
A, -6

Ahora verificamos que la solucidn sea correcta.

Primera Condicién: «Aaron (12) y Bernardo (20) tienen 2 canicas mds que el doble de lo que tiene
Claudio (15)» se cumple, porque:
12420=2(15)+2

Segunda Condicién: «Entre Aaron y Claudio tienen 7 canicas mds de las que tiene Bernardo» se
cumple, porque:
12+15=20+7

Tercera Condicion: «Entre los tres juntan 47 canicas:» se umple, porque:

12+4+20+15=47

Entonces, Aaron tiene 12 canicas, Bernardo tiene 20 y Claudio tiene 15.

Tres bombas de distintos colores se utilizan para llenar una piscina. Cuando trabajan so-

lamente las bombas amarilla y blanca tardan 12 minutos. Cuando trabajan solamente las

bombas blanca y café tardan 6 minutos y 40 segundos, es decir 6 + 2/3 minutos. Cuando Reto 1
trabajan las bombas amarilla y café tardan 7 minutos y medio, es decir, 7.5 min. ;Cudnto

tardardn las tres en llenar la piscina trabajando juntas?

3.2.6 S.E.L.3 X3 CONY SIN SOLUCION

En los ejemplos de la seccién anterior estudiamos solamente S.E.L.’s que tenian solucién tnica.
Sin embargo, existen algunos que no tienen soluci6n.

Por ejemplo, el siguiente S.E.L..

Resuelve el siguiente S.E.L.:

xX+y+z=6
x+y—z=0 Ejemplo 1
X+y+z=2

o Para darnos cuenta de que este S.E.L. no tiene solucién, basta encontrar el determinante principal
y si éste es igual a cero, hemos terminado:

1 1 1
Ap,={1 1 -1 |=1D)+D+C-D-1)-(-1)—(1)=0
1 1 1
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Dado que A, =0, el S.E.L. no tiene solucién tnica.

Sin embargo, todavia es posible que tenga un nimero infinito de soluciones, como puede que no
tenga ni una solucién.

Para averiguar qué caso corresponde, calculamos los determinantes auxiliares:

6 1 1

Ay = |0 1T —1|=(6)+(0)+(-2)-(2)-(-6)-(0)=8
2 1 1
1 6 1

Ay = |1 0 -1 [=(0)+(2)+(-6)—(0)—(-2)—(6)=—8
1 2 1
1 1 6

A, = |1 1 0|=(2)+(6)+(0)-(6)-(0)-(2)=0
1 1 2

Dado que no todos los determinantes son iguales a cero, el S.E.L. no tiene ninguna solucién.
En este caso estamos hablando dos espacios geométricos paralelos.

Para convencerte que esto es verdad, observa la primera y tercera ecuaciones del S.E.L.
Solamente difieren en el término independiente (a la derecha de la igualdad).

Esto nos indica que tienen la misma direccién, pero no pasan por el mismo punto.

Entonces, no existe ninglin punto que satisfaga simultdneamente a la primera y tercera ecuaciones
del S.E.L., por lo que no tiene solucién.

Algunos problemas tienen solucién matemadtica, sin embargo, esta solucién no tiene sentido fisico.

Ejemplo 2

Un comerciante desea preparar una mezcla de nueces, cacahuates y pistaches para vender
con las siguientes propiedades:

Componente Precio (100gr) Vitamina

X Y

Nueces $25.00 pesos 12 5
Cacahuates $20.00 pesos 20 7
Pistaches $35.00 pesos 15 6
Mezcla $P pesos 17 6

3A qué precio P debe vender 100 gramos de esa mezcla?

N

e Para conocer el precio de 100 gramos de esa mezcla necesitamos resolver primero encontrar el

S.E.L. que modela esa situacion.

¢ Una vez que tengamos el sistema que modela esa situacién podremos resolverlo, para conocer los

valores de los gramos que debe contener de cada componente, y a partir de esa informacioén, cal-
cular el precio de los 100 gramos de la mezcla.

e Empezamos con el S.E.L.
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e Sean n el nimero de gramos de nuez que contendran 100 gramos de esa mezcla,
e c el numero de gramos de cacahuate que contendrdn esos 100 gramos de la mezcla, y
e p el nimero de gramos de pistache que contendran los 100 gramos de mezcla.
¢ Evidentemente, la suma de los gramos debe ser 100, por eso:
n+c+p=100
e Laecuacion que nos ayuda a calcular la cantidad de Vitamina X que contiene la mezcla es:
12n+20c+15p =17
e Ylaecuacién que nos ayuda a calcular la cantidad de Vitamina Y que contiene esa mezcla es:
5n+7c+6p=6
¢ Entonces, el S.E.L. que modela este problema es:

n+ c¢c+ p=100
12n+20c+15p= 17
5n+ 7¢c+ 6p= 6

o Ahora debemos resolver el sistema.
e Utilizaremos el método de los determinantes.

e Calculamos el determinante principal, que denotaremos por: A:

1 1 1
Ar={ 12 20 15 |=(120)+(84)+(75)—(100)—(105)—(72)=2
5 7 6

e Dado que A, #0, el S.E.L. tiene solucién tnica.

100 1 1

A, = | 17 20 15 |=1487
6 7 6
1 100 1

A, = |12 17 15 |=299
5 6 6
1 1 100

A, = |12 20 17 |[=-1586
5 7 6

e No hay necesidad de ir més adelante.

e Dado que A, > 0, cuando dividamos cualquier nimero negativo entre A, obtendremos un cociente
negativo.

o Este argumento nos dice que p <0.
e No podemos agregar —1586/2 = —793 gramos de pistaches a la mezcla.

¢ Esto nos indica que, a pesar de que la representacién matematica del problema tiene solucién
Unica, el problema fisico no se puede resolver.

o Elsigno negativo de p = —793 indica que deberiamos quitar en lugar de agregar, pero ;como vamos
a quitarle? si inicialmente, la mezcla contenia cero gramos de pistaches.
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Resuelve los siguientes S.E.L. por el método algebraico mdas conveniente. En cao de que un
S.E.L. no tenga soluciones, o presente un niimero infinito de soluciones, indicalo. Respecto
a los problemas, primero encuentra el S.E.L. que modela la situacién y resuélvelo. También
verifica que la solucién satisfaga sus condiciones.

Ejercicios 3.2

2x+3y+6z=-23
1) { —4x+2y+ z= 28 x=-7y=1,z=-2
X+4y+2z= -7

X+ y—4z= -7
2) {2x+5y+ z=-28 x=-1,y=-6,z=0
x+3y+ z=-19
xX+4y —2z=-16
3) X+ y+ z= -7 x=8y=-9z2=-6
3x+ y+3z= -3
X+ y—6z=-36
4) {2x+4y+4z= —6 x=-9,y=-9,z=3
5x+3y+ z=-69
3x+2y— z= -1
5 {4x+5y+4z=-31 x=-3,y=1,z=-6
X+ y+3z=-20
x+3y—2z= 26
6) {-3x+ y+ z= 2 x=-1,y=52z=-6
3x+ y+2z=-10
x+4y —2z= -9
7) {x+3y+2z=-15 xX=-5y=-2,z=-2
x+4y+4z=-21
6x+2y+ z= 16
8) X+6y+2z=-20 x=4,y=-4,z=0
5x+3y+ z= 8
6x+ y+2z=-30
9) {-3x+3y+3z=-21 x=-2,y=0,z=-9
6x+4y+ z=-21
xX+2y—4z=15
10) {2x+ y+2z=10 x=7,y=0,z=-2
3x+ y+ z=19
6x+ y+ z=32
11) { —2x+6y +3z2=16 x=4,y=0,z=8
4x+ y+ z=24
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3x+ y—-2z= 4
12) { 2x+ y+ z=-13 x=4,y=-6,z=1
x+4y+ z=-19
3x+2y—2z=-26
13) X+2y+4z=-12 x=—4,y=-6,z=1
2x+3y+ z=-25
X+ y— z= 8
14) {—x+ y+2z= 6 x=7,y=52z=4
4x+3y +3z=55
2x+ y+4z= -3
15) {—x+ y+3z= 16 x=-7,y=3,z=2
4x+2y+4z=-14
6x+3y+ z= 37
16) {—x+2y+3z=-10 x=6,y=1z=-2
x+4y+3z= 4
5x+3y—4z=60
17) {—x+4y+ z=10 x=5y=52z2=-5
4x+ y+4z= 5
x+ y— z= —6
18) { —x+2y+2z=-18 xX=6,y=-9,z=3
2x+3y+2z= -9
4x+4y +4z=-80
19) {4x+5y+ z=-58 xX=-6,y=-5z=-9
6x+ y+3z=-68
6x+4y +z=066
20) X+5y+z=48 x=5y=7,z=8
6x+3y+2z=>59
3x+3y—5z= —4
21) {—x+ y+2z= 0 x=-8,y=0,z=—4
5x+ y+ z=-44
X+ y—2z=-17
22) {—x+3y+2z= 1 x=3,y=—-4,z=8
6x+3y+2z= 22

6x+2y +52z=-90
23) xX+3y+ z=-24 x=-9,y=-3,z=-6
6x+ y+4z=-81
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24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

5x+ y—-6z= 3
—Xx+3y+ z=-12
3x+2y +2z=-43

x+ y—3z=-21
—4x+6y+ z=-11
2x+2y+ z= -7

X+ y—5z=15
—x+2y+2z=-9
4x+ y+ z=36

3x+2y —6z=-—43
X+2y+3z= 2
xX+2y+ z= —4

5x+ y—5z=-86
—Xx+4y+3z= 29
3x+3y+ z=-22

x+4y —6z= 40
3x+ y+4z=-1
4x+ y+4z=-3

3x+2y —4z=-51
x+4y+4z= 15
4x+2y+2z=-24

4x+ y+2z=11
—Xx+2y+4z=22
6x+2y+4z=22

x+3y —6z=-60
—x+4y+4z= 28
2x+4y+4z= 28

5x+ y—-2z= 32
—2x+5y+3z=-18
2x+4y+ z= 11

2x+ y+ z=9
—4x+5y+3z=17
5x+ y+4z=15

6x+3y+5z=-44
-3x+ y+ z= 21
x+ y+2z= -8

—_— Y Y Y
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x==-7y=-4,z=-7

X=-2,y=—4,z=5

x=9,y=1z=-1

x=-9,y=1z=3

x=-9,y=-1,z=8

x:—z,y:9,Z:_1

x=-9,y=0,z=6

x=0,y=-7,z=9

x=0,y=-2,z=9

x=9,y=-3,z=5

x=2,y=5,2z=0

x=-7,y=1,z=-1

Efrain Soto A.



3.2 Sistemas de Ecuaciones lineales (2 incégnitas)

36)

Parala fiesta de graduacién compré unos zapatos, un pantalén y una camisa. Los zapatos y el pantalén
me costaron $410.00 El pantal6n y la camisa me costaron lo mismo que los zapatos. La camisa y los
zapatos cuestan $340.00 ;Cudnto me cost6 cada uno?
Zapatos: $250.00, pantalon: $160.00, y camisa: $90.00

37) Alicia, Blanca y Claudia son amigas. Alicia, la mayor, tiene tantos afios como la suma de las edades de

Blanca y Claudia. La edad de Blanca es la cuarta parte de la suma de las edades de Alicia y Claudia. Si a
la edad de Claudia le sumamos 3 afios, obtenemos el promedio de las edades de Alicia y Blanca. ;Qué
edad tiene cada una de ellas? Alicia: 30 afios, Blanca: 12 afios, Claudia, 18 afios.

38) Ana, Itzel y Gaby son mis sobrinas. La suma de las edades de Ana e Itzel es 10 afios. La suma de las

39)

40)

41)

42)

43)

edades de Itzel y Gaby es 5 afios. La suma de las edades de Ana y Gaby es 13 afios. ;Qué edad tiene
cada una de ellas? Ana: 9 anos, Gaby: 4 afios, Itzel: 1 afo.

Un nutriélogo necesita combinar tres complementos alimenticios A, B, C. El alimento A contiene 40
componentes de proteinas y 25 de vitaminas por cada 100 gramos. El complemento B contiene 60
componentes de proteinas y 20 de vitaminas por cada 100 gramos. El complemento alimenticio C
contiene 45 componentes de proteinas y 30 de vitaminas por cada 100 gramos. La mezcla que requiere
el nutriélogo debe contener 48.25 componentes de proteinas y 29.75 componentes de vitaminas por
cada 100 gramos. ;Cudntos gramos de cada alimento A, B, C debe contener la mezcla? A: 35gr, B: 15
gr., C: 30 gr.

Compré tres libros. Todos excepto el primero costaron $370.00 pesos. Todos excepto el segundo
costaron $480.00 pesos. Todos excepto el tercero costaron $430.00 pesos. ;Cuanto cost6 cada libro?
Primero: $215.00, segundo: $180.00, tercero: $150.00 pesos.

Geometria Analtica: Los pardmetros a, b, ¢ de la ecuacién de la pardbola y = a x> + b x + ¢ que pasa
por los puntos: A(1,4), B(2,1)y C(6,9) estdn dados por la solucién del siguiente S.E.L.:

a+ b+c=4
4da+2b+c=1
36a+6b+c=9

;Cudl es la ecuacion de la pardbola? y=x2—-6x+9.

Geometria Analtica: Los pardmetros a, b, ¢ de la ecuacién de la pardbola y = a x>+ b x + ¢ que pasa
por los puntos: A(—1,7), B(2,2)y C(4,—2) estdn dados por la solucién del siguiente S.E.L.:

a— b+c=-7
da+2b+c= 2
16a+4b+c=-2

;Cudl es la ecuacion de la pardbola? y=—x?>+4x-2.

Reto: Maria compré cuatro libros. Todos excepto el primero costaron $555.00 pesos. Todos excepto
el segundo costaron $590.00 pesos. Todos excepto el tercero costaron $620.00 pesos. Todos excepto el
cuarto costaron $545.00 pesos. ;Cudnto costd cada libro?

Primero: $215.00, segundo: $180.00, tercero: $150.00, cuarto: $225.00 pesos.
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Capitulo 4

Ecuaciones de segundo grado

Por aprender...

4.1. Ecuaciones de segundo grado

4.1.1. Métodos de resolucién:
v Despeje para ecuaciones incompletas
v Factorizacién
v Férmula general
v Método grafico

Por qué es importante...

Las ecuaciones cuadraticas apareceran muy frecuentemente en la resolucion de problemas practicos.
También son de ayuda en la resolucién de otros problemas geométricos, algebraicos y aritméticos.
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4.1 RESOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

p
EcUACION DE SEGUNDO GRADO
Es una ecuacién que se puede escribir de la forma:

ax*+bx+c=0 (4.1) ol
Definici6n 1
dondea,b,c€R, ya #0.
A la ecuacion de segundo grado también se le conoce como ecuacion cuadrdtica, debido a
que el término principal es el término cuadratico.

|\

En la ecuaciéon cuadritica encontramos tres términos:

flxz @ c=0
e N\

Cuadriético Lineal  Independiente

Es importante que aprendas a reconocer cada uno de los términos asi como sus coeficientes.

En caso de que tengas una ecuacioén que no tiene la forma 4.1, pero que puedes reducirla a esa forma,
entonces esa ecuaciéon también es cuadratica.

[Las siguientes ecuaciones son ecuaciones cuadraticas. Ejemplo 3

2x2=0

e x2-1=80

x2
e —+x=100
5

7
. ﬁx2+12x—§=0

o (x—2)3x+5)=0

1 1
. ——=1
x+3 x-5
1 1
L] +—:1
x+7 x-—1

También es importante identificar ecuaciones que no son cuadraticas.

[ Las ecuaciones que se enlistan enseguida no son cuadréticas. Ejemplo 4

o x3+x24+x+1=0, esta es una ecuacion de tercer grado, porque el mayor exponente presente en la
misma es 3.

e x*—1=0, esta es una ecuacién de cuarto grado, aunque a través de una transformacién, podemos
escribirla como si se tratara de una ecuacién cuadratica.

e 5x+1=0, esuna ecuacién lineal, o de primer grado.

e 1— x3. Esta ni siquiera es una ecuacion, pues no tiene el signo de igualdad. Se trata de un binomio.
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7x5%—x24+1=0, es una ecuacién de quinto grado.

Como podras haber entendido, las ecuaciones se clasifican de acuerdo al exponente mds grande que
aparece entre sus términos.

La solucién de una ecuacién cuadrética es el conjunto de todos los valores que podemos sustituir en la
literal para que la igualdad se reduzca a una igualdad.

Ejemplo 5

Encuentra la solucién de la ecuacion:
2x2=0

Para encontrar la solucién de esta ecuacion cuadrdtica vamos a traducir a palabras lo que nos esta
diciendo:

En palabras nos dice: «Pensé un niimero, lo multipliqué por si mismo. Al resultado lo multipliqué
por dos y finalmente obtuve cero. ;Qué niimero pensé?

Como el resultado de la multiplicaciéon es cero, antes de multiplicar, debia tener cero.

Esto nos indica que pensé el nlimero cero, porque cero es el iinico ndmero que al multiplicarlo por
si mismo nos da cero.

Es decir, esta ecuacién cuadrdtica tiene una tinica soluciény es: x =0.

Verificacion:

2x?=0 = 2(00=0

Ejemplo 6

Encuentra la solucién de la ecuacion:

x2—-1=80

Esta ecuacion nos dice en palabras: «Pensé un nitimero, lo multipliqué por si mismo. Al resultado le
resté 1y finalmente obtuve 80. ;Qué niimero pensé?

Antes de restar uno, no tenia 80, sino 81.

Y ese es el resultado que obtuvo cuando multiplicé por si mismo el nlimero que penso.
Entonces, debi6 pensar el nimero 9, porque: (9)(9) =81.

Pero también pudo haber pensado el nimero —9, porque: (—9)(—9)=81.

Es decir, esta ecuacién cuadrdtica tiene dos soluciones distintas: x =9, y x = —9.

Ahora hacemos la comprobacién:

x*—1=80 =  (9%-1=80
x*—1=80 = (-9°-1=80
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Existen varios métodos para resolver ecuaciones cuadréticas.

Algunos métodos requieren que puedas identificar los coeficientes de la ecuacién.

[Llena la siguiente tabla con los coeficientes de cada ecuacién donde corresponde. Ejemplo 7

¢ El coeficiente a se llama cuadrdtico porque es el nimero que estd multiplicando a la literal elevada
al cuadrado.

o FEl coeficiente b se llama lineal porque es el nimero que estd multiplicando a la literal sin elevar al
cuadrado.

o Y el coeficiente ¢ se llama idependiente pues no contiene variables.

e Lo siguientes ejemplos servirdn para mostrarlo mejor:

Ecuacion Coeficiente
ax’+bx+c=0 a b c

2x2=0 2 0 0

7
x/§x2+12x—§=0 V5 12 —7/2
x2

€+x=100 1/5 1 —100

(x-2)3x+5)=0 3 -1 -10

e Observa que en el ejemplo de la ecuacion: (x —2)(3x +5) =0, primero multiplicamos los binomios
para expresar la ecuacion en la forma (4.1).

e De otra forma, no concemos los coeficientes de la ecuacion.
e También es importante mencionar que cuando no aparece un término, el coeficiente es cero.
e Esto es asi porque 0x =0.

e Pero recuerda que a # 0, porque si no aparece un término cuadratico en la ecuacién, entonces, no
se trata de una ecuacién cuadrética.

ECUACION CUADRATICA INCOMPLETA

Una ecuacion cuadrdtica a x* + b x + ¢ = 0 es incompleta cuando b =0, o ¢ =0, o tal vez

ambos son iguales a cero. Definicién 2
Si todos los coeficientes de la ecuacion cuadrdtica son distintos de cero, entonces decimos

que la ecuacioén es cuadrdtica completa.

Como viste en los anteriores ejemplos, resolver ecuaciones incompletas es muy sencillo.

El siguiente ejemplo encontramos la solucién de una ecuacién completa.

Encuentra la(s) solucién(es) de la siguiente ecuacion cuadratica:

Ejemplo 8
(x=2)3x+5)=0
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Para empezar, no es una buena idea multiplicar los binomios.

Es mejor observar que los dos binomios se estdn multiplicando y el resultado de esa multiplicacién
es igual a cero.

Para que eso ocurra, al menos uno de los binomios debe ser cero.

Entonces, tenemos dos casos: bien x —2=0, obien3x +5=0.

Ahora encontramos los valores que debe tener x para que se cumplan las anteriores condiciones:
x—2=0 = x=2

5
3x+5=0 => x=—§

Esas son las soluciones de la ecuacién cuadratica.

Para verificar que la ecuacién cuadrética es completa, necesitamos multiplicar los binomios:

(x—=2)(3x+5)=3x*—x—-10=0

Para resolver las ecuaciones cuadraticas, completas o incompletas se han inventado métodos muy sen-
cillos.

En las siguiente secciones estudiaremos algunos de ellos.

4.1.1 METODO DE DESPEJE

Cuando tenemos una ecuacién cuadritica incompleta es muy buena idea hacer un despeje para re-
solverla.

Este método es el més sencillo para este tipo de ecuaciones.

Ejemplo 1

Resuelve la siguiente ecuacion cuadratica:

x2+1=50

Como se trata de una ecuacion incompleta, que carece del término lineal, (b = 0) podemos re-
solverla facilmente con un despeje:

x*4+1 = 50
x2 = 50-1
x2 = 49

Ahora observa que tenemos una ecuacién equivalente a la inicial.

Esta ecuacién en palabras nos estd diciendo: «Pensé un niimero, lo multipliqué por si mismo y
obtuve 49. ;Qué niimero pensé

Obviamente, pudo haber pensado el ntimero 7.
Pero también es posible que haya pensado el nimero —7, porque: (—7)? =49.

Entonces, las soluciones de la ecuacién son: x =7,y x = —7.
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e Verificacion:

x*>+1=50 = (7 +1=50
x> +1=50 = (=7?+1=50

Encuentra la(s) solucién(es) de la siguiente ecuacién cuadratica:

4x2 =100 Ejemplo 2

¢ En este caso, de nuevo, no aparece de nuevo el término lineal.

e Para simplificar la ecuacién dividimos ambos lados de la igualdad entre 4, y obtenemos:
x*=25
e Ahora traducimos a palabras la ecuacion: «Pensé un niimero, lo multipliqué por si mismo y obtuve
25. Qué nimero pensé
e Pues bien pudo pensar el nimero 5, como pudo pensar el nimero —5.

e Como siempre aparecen dos casos, uno positivo y otro negativo, vamos a hacer el despeje de la
siguiente forma:

x2 = 25
= 4425
= 45

¢ Y entenderemos por el simbolo + que hay dos soluciones, el primero cuando consideramos el signo
+ y el segundo cuando consideramos el signo —.

Ahora verificamos que la solucién sea correcta:

4x*>=100 = 4(5)> =100
4x*>=100 = 4(—5)? =100

Ahora solamente vamos a hacer el despeje cuando encontremos una ecuacién cuadrética sin término
lineal.

Encuentra la solucidn de la siguiente ecuacion cuadrética:

3x%+3=30 Ejemplo 3

e De nuevo, se trata de una ecuacién cuadratica incompleta.
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Vamos a despejar la incognita: x

3x24+3 = 30
3x*> = 30-3=27
27
X = —=9
3

Ahora sabemos que pens6 alguno de los dos ntimeros, x = +£3.

Porque al hacer el despeje:

x2 =9
= +v9
= +3
e Verificacion:
3x24+3=30 = 3(32+3=30
3x24+3=30 = 3(—3)+3=30

Ecuaciones de segundo grado

Encuentra la solucién de la siguiente ecuacion cuadratica:

Ejemplo 4 3
jemp ¥+-=1
4
e Empezamos haciendo el despeje de la literal:
3 1
X = 1-S==
4 4

Ahora aplicamos las leyes de los exponentes y de los radicales:

_ 1 (2 w2
* o i\[_}_i(i) ~Far T

1
X = =*-
2
. 1 1
e Y las soluciones son: x = X yx= —5
e Verificacion:
Zy-=1 = 12+3 1
x4+ -= - —=
2 4
2
+==1 = (—2) +-=1
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Encuentra la solucién de la siguiente ecuacién cuadratica:

245=12 Ejemplo 5
e Despejando la literal x obtenemos:
x*+5 = 12
x* = 12-5=7
x = V7
¢ Lo cual nos indica que las soluciones de la ecuacién son x = v7,y x = —/7.
e Verificacion:
x*+5=12 = (V7P +5=12
x24+5=12 = (—V7P+5=12
Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:
24l2=5 Ejemplo 6
e Hacemos el despeje:
x*+12 = 5
x* = 5-12=-7
x> = =7

e Ahora vamos a traducir lo que esta tltima igualdad nos dice en palabras: «Pensé un ntimero, Io
multipliqué por si mismo y obtuve —7».

e Pero al multiplicar un niimero positivo por si mismo obtenemos un numero positivo,

e Por otra parte, cuando multiplicamos un ntimero negativo por si mismo, también obtenemos un
resultado positivo.

e Lo que esto nos indica es que no hay algiin nimero real que al multiplicarse por si mismo nos dé
como resultado un niimero negativo.

Al terminar el despeje obtenemos:

-7
X = £4y-7
e Debido a esto, se han inventado los nimeros imaginarios.
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NUMERO IMAGINARIO
El niimero i es la unidad imaginaria que tiene la siguiente propiedad:

P=-1 = i=y-1

Un niimero imaginario es un miiltiplo de la unidad imaginaria.

Definicién 1

Entonces, la solucién del tltimo ejemplo puede escribirse de la siguiente manera:

X = i\/—_7
= /(1)

= +/-1v7
= +iV7

Con la propiedad de que i?> =—1.

Otra forma de definir al nlimero imaginario i es la siguiente:

El nimero imaginario i la solucién positiva de la siguiente ecuacioén cuadrética:

Comentario )
x“+1=0
Porque si despejamos la incégnita, obtenemos:
x*+1 = 0
x> = -1

x::l:\/—_l

La solucién positiva es: x = +/—1, que es precisamente como definimos al ntimero i.

Nosotros podemos sumar un nimero imaginario con un ntimero real. El resultado es un nimero com-
plejo.

NUMERO COMPLEJO
Es un niimero que tiene una parte real y una parte imaginaria:

Definicién 2 z—a+ib

donde z es un niimero complejo, a,b € R, y el niimero i es la unidad imaginaria.

Por ejemplo, el nimero 3+ 2i es un nimero complejo. En este nimero complejo, 3 es la parte real y 2 es
la parte imaginaria.

Resuelve la siguiente ecuacién cuadratica:

Ejemplo 7 (x—5P+3=1

o En este caso, la ecuacion puede expresarse de la forma 4.1, pero no se trata de una ecuacién incom-
pleta.

¢ Sin embargo, dado que ya esta factorizada en forma de un binomio al cuadrado una parte de la
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ecuacion, es mds facil resolverla a través de un despeje.

(x=5P%+3 = 1
(x=5¢ = 1-3=-2
x—=5 = +£y-2

544/-2

5+4/(-1)(2)
5+,/-1v2

= 5+iv2

X

&
I

e Las soluciones de la ecuacién son: x, =5+i v2,y x, =5—i v/2.

Entonces, si encuentras una ecuacioén cuadratica completa que puedes factorizar ficilmente, te conviene,
mejor, factorizarla y después hacer un despeje.

Este es el método que vamos a estudiar en la siguiente seccion.

4.1.2 METODO DE FACTORIZACION

Ahora utilizaremos la factorizacion que estudiamos en la seccidon Factorizacion.

Recuerda que una ecuacién cuadrética se obtiene, algunas veces, debido ala multiplicacién de un monomio
por un binomio.

Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:

¥2—2x=0 Ejemplo 1
e Aqui podemos aplicar la ley distributiva, porque la literal x aparece en ambos términos:
x*—2x=x(x—-2)=0

e Ahora tenemos el producto de dos cantidades: x es la primera y la segunda es (x —2).
e Cuando multiplicamos estas cantidades, el resultado es igual a cero.
e Esto nos indica que al menos una de esas cantidades debe ser cero.
¢ Entonces, tenemos dos casos:

Vo BIen X =0 . Primera solucion

vV Bienx—2=0,quesugiere: X =2 ...t Segunda solucion

Entonces, las raices de la ecuacién son: x =0,y x =2.

Verificacion:

x>—2x=0 = (0> —=2(0)=0
x> —2x=0 = (22 -2(2)=0
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Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:

Ejemploie 12x2-21x=0

e En este caso, el factor comun es: 3x.

e Aplicamos la ley distributiva factorizandolo:
12x2—21x=3x(4x—-7)=0

e Observa que si multiplicas 3x (4 x — 7) obtienes el binomio que forma parte de la ecuacién original.

e Para que el resultado de esta multiplicacion sea cero, cualquiera de los factores debe ser cero, bien
3x=0,bien4x—7=0.

e En el primer caso, es fécil concluir que x =0.

e Para el segundo caso, tenemos que despejar x:
7
4x—-7=0 = xX=-
4
¢ Entonces, las raices de la ecuacion cuadrética son: x; =0, y x, =7/4.

e Verificacion:

12x*>—21x=0 = 12(0)2 —21(0)=0

) 7\? 7
12x*-21x=0 = 12— —21(-]=0
4 4

Otras veces la ecuacion se originé con la multiplicacién de dos binomios.

Cuando sabemos qué binomios se multiplicaron para obtener la ecuacién cuadrética, podemos facil-
mente resolverla.

Resuelve la siguiente ecuacioén cuadratica:

ATl & x> 4+12x+35=0

Empezamos observando que ahora tenemos un trinomio cuadrado del lado izquierdo de la igual-
dad.

Asi que tenemos que probar primero si se trata de un trinomio cuadrado perfecto.

e Para eso sacamos la mitad de 12 y lo elevamos al cuadrado: 62 =36 # 35.

Esto nos indica que el trinomio cuadrado no es perfecto.

Ahora tenemos que encontrar dos niimeros que sumados den 12 y multiplicados den 35.
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e Esosnimerosonb5y7.

547 = 12
5x7 = 35

Entonces, la ecuaciéon puede escribirse como:

x24+12x+35=(x+5)(x+7)=0

Para que el resultado de la multiplicacién sea igual a cero, al menos uno de los factores debe ser
cero:

x+5=0 = x=-5
x+7=0 = x=-7

Asi hemos encontrado las soluciones.

Ahora hacemos la verificacion:

x*4+12x+35=0
x24+12x+35=0

4

(=5)?+12(=5)+35=0
(=72 +12(-7)+35=0

4

Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:

X +8x+16=0 Ejemplo 4

Vamos a factorizar el trinomio cuadrado.

e Primero verificamos si se trata de un trinomio cuadrado perfecto.

La mitad de 8 es 4 y 4> =16.

Esto nos indica que si se trata de un cuadrado perfecto.

x> +8x+16=(x+4)?*=0

Ahora despejamos el valor de x:

(x +4)
x+4 =
x = —4

En este caso, las dos raices de la ecuaciéon son la misma raiz: x = —4.

Verificacion:

x> +8x+16=0 = (—47?+8(-4)+16=0
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Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:

Ejemplo 5 29y —24—=0

e Es evidente que el trinomio x% — 2 x — 24 no es cuadrado perfecto.

e Para factorizar el trinomio cuadrado debemos encontrar dos nimeros que sumados den —2 y mul-
tiplicados den —24.

e Como el producto de los nimeros es negativo, los nimeros que buscamos tienen signos cambiados:
uno es positivo y el otro negativo.

¢ Y como la suma de esos ntimeros es —2, el mayor debe ser negativo.

¢ Empezamos factorizando 24:
24=2%3

e Podemos usar 6y 4.
e Como el mayor de los ntimeros es positivo, tenemos —6 y 4.

e Estos niimeros son los que estamos buscando, porque:

—6+4 = -2
(-6)4) = -—24

¢ Entonces, la ecuacién puede reescribirse como:

x?2—2x-24=(x—-6)(x+4)=0

e Ylasraicesson: x =6y x =—4.

e Verificacion:

x> —2x—24=0 = (6> —2(6)—24=0
x> —2x—24=0 = (-4 —2(—4)—24=0

Recuerda, la factorizacién es una base importante.

Sino recuerdas la factorizacién, tendrds mds problemas cuando tengas que resolver una ecuacion cuadratica.

Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:

Ejemplo 6 2% — % —15=0

e En este caso, debemos factorizar un trinomio con coeficiente del término cuadratico distinto de 1.

e Asi que posiblemente aplicaremos el caso: (a x +b)(c x + d).
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e Sabemosquea-c=2,asiquea=2yc=1.

e Ahora nos falta solamente encontrar los nimeros b y c.

e Sabemos que el coeficiente del término lineal en este caso es: bc+ad.
¢ Y que el término independiente es: bd = —15.

e Asi que tenemos dos opciones,

v Bien b =3, d =5, con alguno de ellos negativo,
v Bien b =5, d =3, con uno de ellos negativo.

e Probamos el primero de los casos:

(2x+3)(x—5) 2x*>+(-10+3)x—15

2x*—7x—-15

e Siguiente caso: cambiamos solamente el signo de lugar:

2x2+(10-3)x—15
= 2x*4+7x-15

(2x—-3)(x+5)

e Tampoco funcioné.
o Siguiente caso:

2x*+(6-5)x—15
= 2x’4+x-15

(2x —5)(x +3)

e Observa que la tnica diferencia estd en el signo del coeficiente del término lineal.
¢ Esto indica que solamente hay que cambiar los signos de posicién en los binomios:
(2x+5)(x—3) = 2x*+(-64+5)x—15
2x?—x—15
¢ Eso debimos saberlo del hecho de que el mayor era el negativo, dado que el resultado de la suma es
un namero negativo.

¢ Entonces, la ecuacién queda:

2x2—x—-15=(2x+5)(x—3)=0

e Ahora es fécil encontrar las raices: alguno de los factores se debe hacer cero para que el producto
indicado sea igual a cero:

2x+5=0 = X=—=

x—3=0 = x=3

e Verificacion:

) B} 5
2x*—x—15=0 = 2(-=| —|-3]-15=0
2 2

2x>—x—15=0 = 2(3%-(3)—15=0
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Eunice compré cierto ntimero de docenas naranjas por $200.00 pesos. Si hubiera pagado
Ejemplo 7 $5.00 pesos mds por cada docena, hubiera recibido dos docenas menos por la misma canti-
dad de dinero. ;Cuénto le costé cada docena?

e Para resolver este problema aplicado empezamos definiendo variables

v nvaarepresentar el nimero de docenas de naranjas que compro, y

v/ p vaarepresentar el precio que pag6 por cada docena.
e Ahora sabemos que pagoé en total $200.00 pesos por las n docenas que comprd, es decir,

o Si multiplico el precio de cada docena por el nimero de docenas de naranjas que compro, debo
obtener 200:
p-n=200

¢ A nosotros nos piden encontrar el precio de cada docena de naranjas, asi que vamos a despejar la

otra variable:

200
n=—
p

Asi, cuando sustituyamos, obtendremos una ecuacién en términos de p, que es lo que deseamos
calcular.

e Por otra parte, si hubiera pagado p + 5 (cinco pesos mds por cada docena), hubiera recibido n —2
(dos docenas menos) por la misma cantidad de dinero, es decir:

(n—2)(p+5)=200

¢ En esta ecuacién tenemos dos incégnitas.
o Parareducirla a una incégnita sustituimos el despeje de la primera ecuacién que encontramos:

(n—2)(p+5)=200 = (220 —2) (p+5)=200

e Ahora vamos a simplificar la ecuacion.

e Para eso, multiplicamos ambos lados de la ecuacién por p:

(@—2)( +5)
P, —2)0

(200—2p)(p+5) 200p
200p7+1000—2p>—10p = 2007
—2p*—10p+1000
2p*+10p —1000

p*+5p—500 =

200p

o o O

e Ahora debemos factorizar esta ecuacién cuadratica.

¢ Buscamos dos niimeros que sumados den 5 y multiplicados den 500.
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e Esos numeros son: 25y —20:

p*+5p —500
(p+25)(p—-20) =

Nosotros sabemos que el precio de cada docena debe ser un ntimero positivo, por eso: p = 20.
¢ Entonces, compré: n =200/20 =10 docenas de naranjas.

e Vamos a comprobar el resultado:

-

v Si compr6 n =10 docenas de naranjas a $20.00 pesos cada una, pagoé (10)(20) =
200 pesos.

v Sihubiera pagado $5.00 pesos més por cada docena hubiera pagado $25.00 pesos R

por cada una, y hubiera recibido n — 2 = 8 docenas de naranjas.

v Por eso hubiera pagado: (8)(25) = 200 pesos.

Recuerda que no todos los trinomios cuadrados pueden factorizarse usando ntimeros enteros.

Algunas veces se requieren de niimeros irracionales. Esos casos requieren de otro método para su solu-
cion.

Este otro método de solucién es el caso mas general de ecuacion cuadratica, porque incluye todos los
posibles casos de raices para este tipo de ecuaciones.

Con este nuevo método podremos clasificar las raices de las ecuaciones cuadraticas en tres casos. Cada
uno de esos casos estd relacionado con un nimero que se conoce como discriminante, porque de cierta
manera discrimina entre las distintas raices de la ecuacién cuadratica.

El discriminante es parte de una férmula que ya debes conocer, si es que pudiste resolver el tltimo reto.
...y sino la conoces, de cualquier manera la deberds aprender.

Se trata de la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado, es decir, la férmula «mdgica»
que resuelve cualquier ecuacién cuadratica.

Eso es lo que estudiaremos en la siguiente seccion.

4.1.3 METODO DE FORMULA GENERAL

Ahora vamos a utilizar el método infalible.

La siguiente férmula, que llamaremos «férmula general nos ayudard a resolver cualquier ecuacién cuadratica.

p
FOrRMULA GENERAL
La férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado es la siguiente:

—b+y/b*—4ac Definicién 1
X=—

2a

donde a, b, ¢ son los coeficientes de la ecuacion cuadrdtica: ax*+bx+c¢=0.

|\

Para resolver ecuaciones de segundo grado usando la férmula general, primero debemos identificar los
valores de los coeficientes.
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Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:

Eicmoioll x24+2x—-1=0

Observa que en este caso no podemos hacer la factorizacion, porque:

v/ El trinomio cuadrado no es perfecto, y

v No hay dos ntimeros enteros que sumados den 2 y multiplicados den —1.

En estos casos, la formula general es la que nos salva.

Los coeficientes en este casoson: a=1,b=2,yc=-1.

Vamos a sustituir los coeficientes en la férmula y después realizamos los célculos que quedan indi-
cados.

—bt+yb2—-4ac

2a
—(2)£ /(2 —4(1)(-1)

2(1)

—-2+,/4—(-4)

2
—24+4/8

2

e Podemos ver que el radicando puede ser factorizado como 8 =23 =2-22, y después, simplificar:

—24+2-22
2
2422
2

Y ahora podemos simplificar, dividiendo entre dos:

Z ZV2
x= —C4 =
zZ- 7
= —1++2
e Y las soluciones de la ecuacién cuadratica son:
X = -1+ \/E
X, = —-1-— \/5

Para verificar que las soluciones de la ecuacién cuadrética son correctas podemos utilizar el método
de factorizacién.

Al sumar las raices debemos obtener el negativo del coeficiente del término lineal, y al multiplicar-
los, debemos obtener término independiente.
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X1+ X =—2 = (-1442) + (-1-42)

(x1)(x2)=—1 = (—1+\/§)'(—1—\/§)

En la comprobacidn tanto la suma de las raices como la multiplicacién son muy sencillas.

Para realizar la multiplicacién de una manera sencilla aplica el producto de binomios conjugados: el
resultado es una diferencia de cuadrados.

Explica por qué la suma de las raices debe ser igual al negativo del coeficiente del término

lineal Reto 1

"

p
Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:

5x24+57x—36=0 El=mplee

e Esta ecuacion si se puede resolver por el método de factorizacion, pero seria muy laborioso.

o Preferimos usar el método de la férmula general:

—b+y/b%*—4ac

2a
—(57)+ /(5772 — 4(5)(—36)
B 2(5)
_ —574/3249— (~720)
10
—57+ /3969
- 10

e El niimero 3969 = 632, asi que podemos simplificar el radicando:

—57+v632
X = —
10
_ —57+63
N 10
e Ahora encontramos las dos raices:
—57+63 6 3
xl = _—_—— T —
10 10 5
—-57—-63 —120
Xp = ——— = =12
10 10

o Esto quiere decir que podemos reescribir la ecuacién de la siguiente manera equivalente:

(x+12)(x—§) =0
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o Y al multiplicar ambos lados de la igualdad por 5, obtenemos una ecuacién equivalente que no

incluye fracciones:
(x+12)(5x—-3)=0

e Ahora que conoces la factorizacién, se te queda como ejercicio multiplicar los binomios para ver-
ificar que las ecuaciones son equivalentes y después realizar la comprobacién sustituyendo las
raices en la ecuacion.

Algunas veces encontraremos ecuaciones que al simplificarse, se reducen a una ecuacién cuadrética.

En estos casos, después de haber expresado la ecuacion en la forma (4.1), debemos reconocerla como tal
y proceder a su solucién por cualquiera de los métodos que ya hemos estudiado.

Resuelve la siguiente ecuacién:

Ejemplo 3

¢ Esta ecuacién, para empezar, ni siquiera parece cuadratica.
e Vamos a simplificarla, para ver si podemos resolverla usando la férmula general.

o Para esto, vamos a multiplicar ambos lados de la igualdad por ambos denominadores:

5(xA42)(x —2) B (x+2)(x—2)

= 3(x+2)(x-2)

x+2Z x—2
5(x—2)—(x+2) = 3(x*>—-4)
5x—10—x—2 = 3x2-12
—3x%>+4x = 0

e Esta ecuacién cuadratica puede resolverse facilmente utilizando el método de factorizacion.

¢ Sin embargo, vamos a utilizar la férmula general:

—b+y/b%—-4ac

2a
—(4)£ /(4) —4(-3)(0)

2(-3)

—4+,/16—(0)

—6
-4+4/16

—6

e Como v 16 =4, tenemos:

—4+4
-6
—444
X = =0
-6
—4-4 -8 4
-6 -6 3

X2 =
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e Ahora ti realiza la comprobacién.
Resuelve la siguiente ecuacion:
8 1
x—l_x+1:1 Ejemplo 4
e Denuevo, simplificamos la ecuacién, multiplicando ambos lados de la igualdad por ambos denom-
inadores:
8 x+1 x—1
G+ -lokD)
x—T X+T
8(x+1)—(x—1) = x2-1
8x+8—x+1 x*-1
7x+9 = x*-1
—x*+7x+10 = 0
o Pero todavia podemos multiplicar por —1 ambos lados de la anterior igualdad y obtener:
x*=7x-10=0
o Ahora podemos aplicar la férmula general:
—b++y/b*—4ac
X = —
2a
—(=7)£/(=7)* —4(1)(-10)
- 2(1)
7+ 4/49—(—40)
B 2
IETLE)
B 2
e Ahora podemos encontrar ambos valores de las raices:
7+ /89
X =
2
7—+v89
X2 =
2
o Se te queda la comprobacién como ejercicio.
Algunas ecuaciones que no son cuadréticas, se pueden transformar en ecuaciones cuadréticas y resol-
verse usando los métodos que ya hemos estudiado.
El siguiente ejemplo es una muestra de esos casos.
Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:
Ejemplo 5

2x*4+9x>—-5=0
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e Empezamos notando que esta ecuacion tiene solamente exponentes pares.

e Esto nos sugiere definir: u = x2, lo cual implica: u? = x*.

Al sustituir estos valores en la ecuacién obtenemos una nueva ecuacion equivalente:

2u’4+9u—-5=0

Ahora tenemos una ecuacién cuadrética que podemos resolver utilizando la férmula general:

—b+y/b*—4ac
2a
—(9)£/(9)* - 4(2)(-5)
2(2)
—9+,/81 - (—40)

4
-9++/121
4

e Sabemos que v121 =11, entonces,

Uy =

e Pero u; = x?, es decir,

= X11=

= Xpp=——"F7

\S)

e Y por otra parte,

x5=-5 = x=+y/-5=%iv5
= x21:i\/§
= XZZI—Z.\/E

o En este caso, debido a que la ecuacién es de cuarto grado, tiene cuatro raices.

Es importante observar que una ecuaciéon de cuarto grado tiene cuatro raices. Igualmente, una ecuacion
de tercer grado tiene tres raices y una ecuacién de segundo grado siempre tiene dos raices.

Seguramente te preguntas: «;por qué algunas ecuaciones de segundo grado tienen una sola raiz» Porque
en estos casos las dos raices son iguales.

Por ejemplo, de la ecuacion: (x — 1)> =0, tiene dos raices idénticas, siendo ambas x = 1.

Algunos problemas que no parecen tener relacién con las ecuaciones cuadraticas pueden expresarse
como una ecuaciéon cuadrdtica a través de una transformacion.
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Resuelve:
Vx2+83¥x=9 Ejemplo 6

Vamos a hacer una transformacion.

Vamos a definir u = /%, asf: u2 = V/ x2.

Por lo que la ecuacién puede transformarse como:

Vx2+8Yx=9 = u*+8u=9

Ahora podemos resolver esta ecuacion cuadratica por factorizacién o por férmula general.

Aplicamos la férmula general:

—b+ty/b*—4ac
2a
—(8)£ v/ (8)* —4(1)(-9)
2(1)
—8+./64—(—36)

2
—8++v100
2

Ahora calculamos los valores de las dos raices de la ecuacién transformada:

—-8+10
u, = =1
2
—-8—-10
u = = —
? 2

Método de factorizacion:

u?+8u—-9=0 = (u+9)(u—-1)=0

e Lasraices son inmediatas a partir de este método.

Ahora volvemos a la definicién que hicimos: u = 3/x y sustituimos el valor de u para encontrar el

verdadero valor de x:
1=%x = x=15=1
-9=4{x = x =(—9)° =—-59049

e Yesas dos son las raices que queriamos calcular.

Observa que en el ejemplo anterior aplicamos algunas de las leyes de los exponentes y los radicales para
transformar la ecuacién en una que si supieramos cémo resolver.

En otros problemas tendremos que aplicar ademds productos notables y algunas veces factorizacién.
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Resuelve y verifica la raiz positiva de:

Ejemplo 7 \/3x+1+—35 =3Vx
Vv3x+1

o En este ejercicio debes recordar las leyes de los exponentes y de los radicales y los productos nota-
bles.

e Sino recuerdas bien estos tema, es una buena idea estudiarlos de nuevo.

o En este caso, vamos a multiplicar ambos lados de la ecuacién por v3x +1.

\/3x+1(,/3x+1+3—5) = 3vx4y/3x+1

v3x+1
(3x+1)+35 = 3y/x(3x+1)
3x+36  3y/x(Bx+1)
3 N 3

x+12 = /x(Bx+1)

e Ahora elevamos al cuadrado ambos lados de la igualdad:

(x+12?% = (\/x(3x+1))2
x*>+24x4+144 = x(3x+1)
x?4+24x+144 = 3x%+x

—2x*4+23x+144 = 0
2x2-23x—144 = 0

o Ahora aplicamos la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado:

—b*t+/b%?—4ac
2a
—(=23)£ /(=232 — 4(2)(—144)
2(2)

23+4/529—(—1152)

4
23+ /1681
4

e Como v/1681 =41, tenemos:
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¢ Finalmente, vamos a probar la raiz positiva:

35
\/3)(3-’-14'\/?_{_1 = 3ﬁ
35
v3(16)+1+ —= = 3V16
(10) V3(16)+1

35

494+ — = 3(4
Ot U @
7+35 = 12

5
7+5 = 12

e Y 16 satisface la ecuacion, por lo que es una raiz de la misma.

Ahora vamos a resolver algunos problemas cotidianos con el apoyo de las ecuaciones cuadraticas.

El largo de un terreno es un metro mayor al doble del ancho. Su 4rea es de 300 m?. ;Cudles

. . Ejemplo 8
son sus dimensiones? jemp

e Sabemos que el largo es un metro mas largo que el doble del ancho.

e Vamos a realizar un dibujo para representar la informacién del problema:

= A =300 m?

2x+1

e Six essuancho, el largo serd: 2x + 1.
e Y su drea es de 300 m?, entonces la ecuacién que modela esta situacion es:

(ancho)(largo) = Area del terreno
x(2x+1) = 300

e Ahora tratamos de simplificar la ecuacién:
x(2x+1)=300 = 2x24+x—-300=0
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o Ahora aplicamos la férmula general:

—bx+/b*—4ac

—

—(1)£/(1)* - 4(2)(—300)
2(2)

14 T C2400)

4
—1+£+4/2401
4

o Ahora podemos encontrar las raices de la ecuacion:

—-1++v2401 —-1+49 48

x = —=12
4 4 4
~1-+v/2401 -1-49 50
X, = = =——=-125
4 4 4

Esto nos indica que el ancho del terreno original era de 12 metros.

Ellargo es de: (12)(2)+ 1 =25.

Entonces, el 4rea del terreno es de: (12)(25) =300 m?2.

La solucioén satisface las condiciones del problema, por tanto es correcta.

Observa que la raiz: x = —12.5 satisface la ecuacién, pero no es la solucién del problema porque el
ancho del terreno no puede ser un nimero negativo.

Una fotografia de 27 cm x 35 cm se va a enmarcar. Para esto, se le colocard alrededor una
banda de papel especial para adornarla. El ancho del papel alrededor de la fotografia es con-
stante. ;Cudnto debe medir este ancho para que el aumento en el drea total de la fotografia
con su marco de papel sea de 335 cm??

Ejemplo 9

e Empezamos realizando una figura para tener una mejor idea del problema:
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-

o De lafigura se ve inmediatamente que la fotografia con marco tendrd ahora (2742 x) cm de ancho
vy (35+2x) cm de altura.

e Entonces, el area final serad: (2742 x)(35+2x).

e Necesitamos que el drea aumente en 335 cm?.

o Eldrea de la fotografia sin el marco es de: 27 x 35 =945 cm?.

e Asi que el drea de la fotografia con marco serd de: 945+ 335 =1280 cm?.

e Laecuacién que modela esta situacion es:

(274+2x)(35+2x)=1280

e Vamos a desarrollar el producto de los binomios para poder después resolverla por el método de
férmula general:

(274+2x)35+2x) = 1280
945+ 124x+4x> = 1280
4x24124x-335 = 0

Ahora aplicamos la férmula general para resolver esta ecuacion:

—b++y/b*—4ac
2a
—(124)+ 1/(124)> — 4(4)(-335)
2(4)

—124+4/15376 —(—5360)

8
—124+ /20736
8
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e Finalmente, sabiendo que v20736 = 144, podemos escribir:

—124+144
X = —_—
8
—-124+144 20 5
xl = —:—:—:25
8 8 2
—124—-144 268 67
X, = —————=-"_=_—=_335
8 8 2

o Pero no es posible agregar —33.5 cm al ancho y largo de la fotografia.
o Es decir, la tinica solucién de la ecuacién que tiene sentido fisico es: x =2.5 cm.

e Ahora vamos a comprobar que la solucién sea correcta.

v Inicialmente las dimensiones de la fotografia eran de 27 x 35 cm 2.

Comentario v/ Como se agregaron 2.5 cm mads, las dimensiones de la fotografia con su marco
son ahora de: 27 +2(2.5)=32 cm por 35+2(2.5) =40 cm.

v Eldrea de la fotografia con su marco es ahora de: 32 x 40 = 1280 cm?.

Los problemas aplicados de las ecuaciones cuadraticas generalmente requieren de mucho cuidado al
hacer sustituciones, porque algunas veces ahi es donde se cometen con mayor frecuencia los errores a la
hora de resolverlos.

Ten cuidado con eso.

4.1.4 METOoDO GRAFICO

El dltimo método que estudiaremos es el més sencillo.

Se trata de considerar a la ecuacién como una maquina que transforma los nimeros. Para eso, crearemos
una funcion.

FunciON (DEFINICION INFORMAL)

Es una madquina en forma de una férmula que nos ayuda a transformar los niimeros.
Definicién 1 Nosotros le damos un valor y la mdquina nos devuelve a lo mds otro valor. Es posible que

nosotros le demos un valor y ella no nos devuelva valor alguno, pero no es posible que

cuando le demos un valor la mdquina nos devuelva mds de uno.

Los valores que la maquina puede transformar, o sea, los valores que nosotros le vamos a dar ala maquina
forman un conjunto que se llama dominio de la funcién. Los valores que la mdquina nos devuelve forman
otro conjunto que se llama rango o contradominio de la funcién.

Para entender mejor este concepto, puedes ver el diagrama que estudiamos en la seccién 22 en la pagina
22

Algunos ejemplos de funciones son:
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v flx)=1-2x vV h(x)=vx+1

1
v g(x)=x? '/J’:;

A partir de la ecuacioén a x?> + b x + ¢ =0, creamos la funciéon: y =ax?+bx +c.

Vamos a graficar esta funcién y después vamos a encontrar los puntos donde la grafica de la funcién corta
al eje x, porque precisamente en el eje x, y =0.

Por el método gréfico, resuelve la ecuacion:

2_1=0 Ejemplo 1

e Lo que deseamos encontrar son los valores de x para los cuales x? — 1 se hace cero.

e Pero x? —1=0 en palabras nos dice: «pensé un niimero, lo multipliqué por si mismo, le resté uno y
obtuve ceron.

o Entonces, antes de restar 1, tenia 1, porque la diferencia fue cero.
x?=1
e Ahora la ecuacion transformada dice: «pensé un niimero, cuando lo multipliqué por si mismo ob-
tuve uno».
e Aquila solucién inmediata es x =1.
e Pero si piensas un poco mas, te dards cuenta que x = —1 también es solucion, porque: (—1)>=1.

e Los valores que deseabamos encontrar son: x =1y x =—1.

Ahora podemos graficar la funcién: y =x? — 1.

y

Y =X

[
|

_

y=x2>-1

- |
)] )]

"y

w

—

—
[\'&)
~

o
e De la grafica podemos ver que las intersecciones sobre el eje x son:

X1 = 1

X2 = -1
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o Nosotros buscamos los puntos donde la grafica corta al eje x, porque sobre este eje y =0, y tenemos
en esos casos, la solucién de la ecuacion.

Observa que este método solamente funciona cuando tenemos una ecuacién que tiene soluciones reales.

Porque si la grafica de la funcién no corta al eje x, entonces no podremos decidir qué valores de x hacen
que la ecuacién se haga cero.

Resuelve la siguiente ecuacién cuadrética:
Ejemplo 2 x> —4x+1=0

por el método grafico.

e Empezamos graficando la funcién: y =x2 —4x+1
o Para graficar, empezamos calculando las coordenadas de los puntos a partir de unos valores de x:

y
y=x>—4x+1

\. [
\ /

X x2—4x+1 X /

0 1 2

1 -2 .

2 -3 +

— X2 X1

3 2 X

4 1 1 \l 2 \/4 5 6
1
5 .’C]=2+\/§
- .Xf2=2—\/§

w

V(2,-3)

Como el vértice se encuentra en el punto (2,3), podemos escribir la ecuacién de la forma:

x> —4x+1=(x—-2)>-3=0

Para verificarlo, puedes desarrollar el binomio al cuadrado.

;Como obtuvimos este resultado? Usamos el método de factorizacion.

o En este caso completamos el cuadrado perfecto:

x> —4x+1 = (x®—4x+1)+(4-4)
(x> —4x+4)+(1—-4)
= (x—2)?%-3

Observa que si x =2, el binomio elevado al cuadrado tiene su minimo valor: (x —2)> =0.

Y en ese caso, la grafica pasa por el punto (2, —3). Este punto es el vértice de la pardbola.
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o Pararesolver la ecuacién podemos utilizar el método de despeje:

(x—2%-3=0 = (x—2=3
x—2==+v3 = x=2++3

o Estas son las raices que se muestran en la grafica de la funcién que le corresponde a la ecuacion.

Algunas veces, en geometria algunos problemas se resuelven a través de ecuaciones cuadraticas.

[ Encuentra los puntos donde se intersectan la recta: x +2y =10 y la parédbola: y = x2. Ejemplo 3

o Para resolver este problema empezamos graficando ambas ecuaciones en un mismo plano carte-
siano:

/
o
—

=

\S}

o

-4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 6 7 8

Hasta aqui, parece que uno de los puntos de interseccién es: (2,4), pero vamos a probarlo de manera
algebraica.

En los puntos de intersecciéon de ambas gréficas, los valores de las coordenadas de esos puntos
deben coincidir para ambas ecuaciones.

o Esto nos permite igualar alguna de las variables, por ejemplo: y.

e Despejamos esta variable de la primera ecuacion:
=-Z +5
Y=7%

e Ahora, igualamos con la otra ecuacién, que ya nos dieron despejada:

y=x* = X5
2
2+i-o5 = 0
2
2x*+x—10 = 0

o Pararesolver el problema tenemos que encontrar las soluciones de esta ecuacién.
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e Vamos a utilizar, de nuevo, el método grafico:

[\S}

x2+x—10

R
[\
—|
<
[

| —
o
—

=
T —

@
~—_

Ahora podemos usar la férmula general para encontrar las raices de esta ecuacién con mayor pre-

cision:
—1+4/12—-4(2)(—10)
x =
2(2)
_ —1+v81 -—-14+9
N 4 4
e Entonces,
-1+9 9 -1-9 5
X1 = = Xo = = ——
! 4 y 2 4 2

e Para encontrar las coordenadas de y que le corresponden a cada uno de los puntos podemos utilizar
cualquiera de los despejes:

y = x? =

5\ 25
=(2*=4 =-=] ==
n=(2) y Y2 ( 2) 1

Entonces, los puntos donde se intersectan las gréficas, es decir, la solucién del sistema es: (2,4) y
5 25
3

Como se puede concluir del ejemplo anterior, el método grafico es muy sencillo de utilizar, pero algunas
veces no nos da informacién precisa.
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Con él podemos saber aproximadamente cudl es la solucién del sistema de ecuaciones, o de la ecuaciéon
cuadrética.

A partir de los ejemplos anteriores podemos interpretar las raices de una ecuacion cuadratica.

Cuando resolvemos la ecuacion cuadratica: a x>+b x+c¢ = 0, en realidad estamos encontrando los puntos
donde la funcién: y = a x2+ b x + ¢ corta al eje x.

Para calcular las raices siempre podemos utilizar la férmula general:

e —b++/b*—4ac

2a

El simbolo =+ indica que hay dos valores:

—b++/b*—4ac —b+ b%2—4ac

xl = _—_— = —_—
2a 2a 2a
—b—+/b%—4ac —b b%2—4ac
x2 = _— = _—
2a 2a 2a

Si calculamos el promedio de estos valores, obtenemos:

X1+
2
-b ¥b2—gac -b ?ébz—gac
Z—i_ 2a +Z_ 2a
2
—Zb
)

2 2a

Esto indica que el promedio de las raices es ¥ = x, =—b/(2a).

Observa que x, esté a la derecha porque al valor x, le sumamos una cantidad positiva, e igual a:
Vb%—4ac
2a

Por otra parte, x, estd a la izquierda porque restamos esa misma cantidad a x,. Podriamos decir que
esta es la razon por la que x, estd a la misma distancia de las raices x; y x,. Sin embargo, la verdadera
razén estd justificada en la simetria de la pardbola, que es la que nos permitié calcular x, = X a partir del
promedio de x; y x».
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y=ax*+bx+c

N Vb2—4ac

2a

b \b*—-4ac

Xy —m———
T 2a 2a

En la gréfica anterior se ha supuesto que la ecuacién tiene dos raices reales. Esto es asi porque la grafica
corta al eje x en dos puntos.

Sin embargo, también es posible que la pardbola toque en solamente un punto al eje. En este caso, ambas
raices son iguales, debido a que b?> —4ac =0.

Un posible tercer caso ocurre cuando la pardbola no corta al eje x. Esto ocurrird en caso de que b>—4 ac <
0.

Debido a que el numero b? — 4 ac nos indica qué ocurre con las raices de la ecuacién cuadratica, se le ha
dado un nombre especial: discriminante.

DISCRIMINANTE

El discriminante de Ia ecuacion cuadratica: a x>+ b x + ¢ =0 es el niimero:
Definicién 2

D=b?>—4ac

Esto nos origina tres casos para las raices de una ecuacién cuadratica:

v D> 0, las dos raices son ntimeros reales distintos.
v D=0, las dos raices se repiten, y son iguales a: x =—b/(2 a).

v D <0, las dos raices son niimeros complejos.
El discriminante nos ayuda a conocer la naturaleza de las raices de una ecuacién cuadréatica sin necesidad
de resolverla.

Basta con conocer el signo del discriminante para conocer el tipo de raices que tiene la ecuacién cuadratica
que estamos estudiando.

Resuelve la siguiente ecuacién cuadratica por el método gréfico:

Eichpioks x2—4x+4=0
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¢ Empezamos calculando el discriminante para averiguar la naturaleza de las raices:

b?—4dac=(—4P?-4(1)4)=0

Esto nos indica que la ecuacion tiene las dos raices repetidas.

Calculamos el valor de la raiz (repetida) usando x, = —b/(2a):

b —4 4

T2 20D 2

Xy =

Entonces, la raiz de la ecuacion cuadratica es: x = 2.

Para verificar que la raiz es correcta, basta sustituir x =2 en la ecuacion:

x?—4x4+4=0 = (22 —4(2)+4=0

Ahora graficamos la funcién: y =x2—4x+4

y

©

y=x*—4x+4

/
~ <]
—

=

\S}

w
/
\

—

Ahora puedes verificar la naturaleza de las raices de una ecuacién cuadrética antes de resolverla.

Identifica la naturaleza de las raices e indica cudntas tiene cada una de las siguientes ecua-

ciones a partir del célculo del discriminante. Ejemplo 5

o Llena la siguiente tabla:

Ecuacion Discriminante Ntuimerode Naturaleza
ax?+bx+c=0 b2—4ac raices
x2—-5x+6=0 1 2 Reales
x2+6x+21=0 —48 2 Complejas
x2—-6x+9=0 0 1 Real
5x2+3x+2=0 -31 2 Complejas
x2+3x+2=0 1 2 Reales
x2—-3x-12=0 57 2 Reales
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Estrictamente hablando, una ecuacién cuadratica siempre tiene dos raices.
Cuando encontramos solamente una, lo que en realidad estd pasando es que ambas raices son iguales.

Por ejemplo, en el caso de la ecuacion x? + 2 x + 1 =0, podemos reescribirla de la siguiente forma:

(x+1P2=(x+1)(x+1)=0
Obviamente, para que el producto indicado sea igual a cero, necesariamente x debe ser igual a —1.

Como el factor (x + 1) se repite dos veces, ambas raices son iguales. Debido a esto decimos que la raiz
tiene multiplicidad 2.

MULTIPLICIDAD
Definicién 3 Sea x una de las raices de una ecuacion. Si esta raiz aparece k veces como raiz de la ecuacion
considerada, decimos que esa raiz tiene multiplicidad k.

Ahora indica la multiplicidad de las raices de las ecuaciones del ejemplo anterior.

Varios amigos decidieron comprar un boleto de una rifa [?] cooperando en partes iguales.
Cuando el papé de Adédn se enterd, les pidi6é oportunidad de arriesgar su dinero junto con
el de ellos y aceptaron. Por esto cada uno de los demdés pagé $10.00 pesos menos. ;Cudntas
personas cooperaron para comprar ese boleto que costaba $1 320.00 pesos?

Ejemplo 6

e Sabemos que n amigos en total, més el papd de Addn cooperaron para comprar el boleto.
¢ Y que el boleto costaba $1320.00 pesos

o Siel papd de Adén no hubiera cooperado, cada uno deberia colaborar con:

1320
n

e Pero ahora no son en total n personas, sino n + 1, con lo que cada uno arriesgo:

1320
n+1

o Ladiferencia entre estos dos valores es igual a $10.00 pesos, la cantidad que ahorraron después que
el papé de Adan ingres6 al grupo:
1320 1320

- =10
n n+1

e Para saber cudntas personas cooperaron (n + 1), primero debemos resolver la ecuacién anterior.

o Esimportante hacer notar que al resolver la ecuacién encontraremos el valor del niimero de amigos
que decidieron comprar el boleto, n. Este nimero no incluye al papa de Addn, asi que tendrdn que
sumar 1 al resultado de la ecuacion.

o Pararesolver la ecuaciéon multiplicamos en ambos lados de la igualdad por n (1 +1):

1320 1320
- = 10
n n+1
1320(n+1)—1320n = 10n(n+1)
1320m+1320—13267m = 10n(n+1)
1320 = 10n(n+1)
132 = n(n+1)
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Primer Método.

e Desarrollamos el producto que quedé indicado a la derecha de la igualdad:
nn+1) = 132
n*+n-132 = 0
e Ahora debemos resolver la ecuacién cuadréatica utilizando factorizacion.
e Buscamos dos nimeros que sumados den 1 y multiplicados sean —132.

¢ Un truco para simplificar la biisqueda de los niimeros consiste en empezar buscando dos ntimeros
que multiplicados sean igual a —132.

e Otro truco que nos ayuda a simplificar la biisqueda consiste en observar que el coeficiente del tér-
mino lineal es positivo, lo cual indica que el mayor de los dos nimeros es positivo.

e Esos nimeros son 12y —11:

n4+n-132 =
(n—11)(n+12)

e Ahora vemos que el producto de dos ntimeros es cero. Esto implica que uno de ellos debe ser cero.
e Primercaso:n—11=0 = n=11.

e Obviamente n, que representa el nimero de amigos que acordé comprar el boleto de la rifa, no
puede ser negativo, que es precisamente el resultado que obtenemos en el siguiente caso:

e Segundo caso: n+12=0 = n=-12.

e Ahora sabemos que n = 11, pero no nos preguntaron cuantos amigos decidieron cooperar para
comprar el boleto, sino cudntos cooperaron, y eso incluye al papa de Adan.

¢ Entonces, la solucién del problema es n+1=1141=12 personas cooperaron.
o Segundo Método.

e Aqui utilizamos la férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado:

n+n-132 = 0
—1+4/1-4(1)(—-132)
n =
2(1)
_ —1++v1+528
N 2
. —1£V529
N 2
_ —1+£23
N 2
e Y ahora encontramos las raices de la ecuacion:
—-1423 22
n; = =—=11
2 2
—-1-23 =24
n, = = =-12
2 2
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De nuevo, el valor de n debe ser positivo por las condiciones del problema, asique n+1 =12 es el
valor que buscamos.

Observa que como en este caso la ecuacién no incluye la variable x, sino n, la férmula general se
escribe como:
—b+x+/b*—4ac
n———
2a

Tercer Método

Es importante notar del problema que n debe ser un ntimero entero, porque no es posible que 7.5
personas, por ejemplo, acuerden cooperar para comprar un boleto.

Ahora observa que n(n+ 1) es el producto de dos nimeros consecutivos, y que este producto es un
poco mayor que 100.

Podemos facilmente probar valores cercanos, pero mayores a 10 y asi encontrar la solucién de la
ecuacion.

Sin=11, entonces, n+1=12y 11 x12=132.

Esto indica que si n = 11 era el nimero de amigos que acordaron comprar el boleto y eran en total
n+1=12 cuando el papa de Adén se uni6 al equipo.

Tarea:
Graficar la funcién y obtener una aproximacién de las raices, aunque ya las conoces.

Ademads: Se te queda como ejercicio verificar que las raices de la ecuacién cuadrética n>+n—132=
0, satisfacen la ecuacion fraccionaria que obtuvimos del problema:

1320 1320

=10
n n+1

Esto mostrard que las ecuaciones son equivalentes. Es decir, tienen las mismas soluciones, y por
tanto, representan las mismas condiciones, que son las impuestas por el problema textual.

Reto 1

Resuelve:
abx?®—a’x=b*x—ab

[ Ejercicios 4.1

Resuelve las siguientes ecuaciones cuadréticas por el método algebraico més conveniente.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

3
36x2—108x+81=0 szé
x24+2x+1=0 R.x=-1

2-6x+9=0 R.x=3

2
8x2—36x+4=0 R.x:§
64x2+128x+64=0 R.x=-1

4
49x24+56x+16=0 R.x:—;
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7

8)

9)

10)
11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

Efrain Soto A.

8x24+108x+36=0

16x%2+24x+9=0

25x24+80x+64=0

25x24+50x+25=0
25x2—-50x+25=0

4x24+8x+4=0
9x2—-48x+64=0

x24+8x+16=0

4x2-32x+64=0
8x2—-18x+1=0
x2—-18x+81=0

64x24+64x+16=0

36x2+24x+4=0

64x%—96x+36=0

8x2+18x+1=0

9x?>—48x+64=0

x2—14x+49=0

9x2—36x+36=0

8x2—144x+64=0

—2x%423x-45=0

—8x24+10x+25=0

32x24+28x+5=0

—8x2—28x+16=0

32x24+4x—45=0

4x2+16x+12=0
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2
R.x=—-
3
3
Rox=—-
4
8
Rox=—-
5
R.x=-1
R.x=1
R.x=-1
8
R.x=-
3
R.x=—-4
R.x=4
1
R.x=-
9
R.x=9
1
Rox=——
2
1
Rox=—2
3
3
R.x=-
4
1
Rox=——
9
8
R.x=-
3
R.x=7
R.x=2
8
R.x=-
9
9
R x1=—f,x3——I
R 5
X1=——,Xp=—
1 2=y
R 5 1
X=Xy =—
1 8 2=y
RX1=—*,)C2:4
R 5 9
X=Xy =——
Tyt
R.x1:3,x2:1
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32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

51)

52)

53)

42x2+43x+6=0

—20x2+49x—-30=0

14x2+32x+18=0

9x2+12x—-12=0

—49x2+91x—-36=0

—54x24+18x+12=0

4x2+4x-15=0

—54x24+117x—-63=0

—14x24+9x+8=0

—56x2+114x—54=0

—40x2+39x+40=0

9x2+50x+25=0

—4x*4+14x-12=0

—14x2-17x+45=0

2x2—18x+4=0

7x*—x+8=0

7x>—5x+6=0

9x2—x+3=0

11x24+8=0

5x2—-13x+5=0

8x2—11x+8=0

10x2-2x+1=0
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R.xlzg),xg:1
7 6
R.xl:—g,xz:—§
5 4
R.xlzl,xg:g
7
R.)51:2,x2:—g
3
R.x; = , X2 —g
7
R.x;= , X 1
3
R.x1:§,x2:—§
2 2
R.X1:—1,X2:—Z
6
R.xl:—f,xzz1
2
R xl:—f,xz——§
4
R.x; = f,x2:§
8
R.x1:§,x2:§
1 9
R.xl——Z,xz:—§
2
R.xlz—g,)@:?
7 2
—-18+ V292
T
-1+i+/223
S VI
—5+i /143
S VI
—1£i /107
T
x==4i/8
-13+ /69
x:T
—114i V135
YT
—2+i/36
x:T
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54) 11x*2—7x+1=0

55) x2—7x=0

56) 10x*2—2x+6=0

57) x2—-9x+6=0

58) 3x2—12x+3=0

59) 3x2-9x+3=0

60) 3x2—18x+9=0

61) 8x2—5x+4=0

62) 10x2—4x+2=0

63) x>—19x+6=0

64) 8x2—15x+1=0

65) 3x2—14x+5=0

66) 11x2—3x+8=0

67) 4x*—7x+6=0

68) x>2—13x4+9=0

69) x2—-8x+8=0

70) x2—5x+3=0

71) 4x*—3x+4=0

72) 9x*—18x+8=0

73) 4x*—13x+5=0

74) 7x*—19x+4=0

Efrain Soto A.
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_ —7+V5
T2

—7++v/49
xX=—-
2

_ —2+i/236
N 20

-9+ V57
X=——
2

~ —12+ /108
B 6
-9+ /45
X=——
6
—18+ /216
X=———
6
—5+i+v/103
Xr=——mm—
16
—4+iv64
X=—
20

_ —19++/337
N 2

—-15++v193
XxX=—
16

_ —14+ /136
N 6

—3+1i+4/343
X=—
22

 —TxiVAT7
N 8

—-13+v133
X=—
2

—-8+v32
X=——
2

_ —5+/13
- 2

_ —3+i+/55
8

_ —18++/36
N 18

—-13+v89
X=——
8

—-19++v249
XxX=—
14

X

X

X

X

X

X

X

X

X
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75)

76)

77)

78)

79)

80)

81)

82)

83)

84)

85)

86)

87)

88)

89)

90)

91)

92)

93)

Ecuaciones de segundo grado

—16++/232

3x2—-16x+2=0 x:T

—5+17+/63

11x2-5x4+2=0 X=———
22

14+ /164

4x2—14x+2=0 X=

x243=0 x=+iV3

—6+v28

x2—6x+2=0 X=—"-—
2

—15+iv15

10x2—15x+6=0 X=—
20

—12++/132

3x2—-12x+1=0 x:f

—14+ /156

2x2—14x+5=0 x:f

-9+iv183

11x2—-9x+6=0 X=—
22

—3+iv71

10x2-3x+2=0 X=———"
20

—1+i+/175

11x2-x+4+4=0 X=—
22

—-13+v109

5x2—13x+3=0 X=—"
10

—-12+v120

2x2—-12x+3=0 xzf

—19++/289

3x2-19x+6=0 x:T

—7+iv/239

9x2—-7x+8=0 X=—"
18

—17++129

10x2—-17x+4=0 X=—
20

—6+i/48

3x2-6x+7=0 x:T

—11+i+v/95

9x2—11x+6=0 xZT

En un hotel acaban de construir una piscina que tiene 5 m de ancho por 22 m de largo. Se desea
agregar, alrededor de la piscina, por seguridad, una acera de concreto con un ancho constante para
que la gente no resbale al caminar alrededor de la misma. El drea de la piscina con su acera de concreto
es de 200 m2. ;Cuél es el ancho de la acera que se desea agregar? 1.5 metros.
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94) Un artesano fabrica azulejos a mano. Las medidas originales son de 4 pulgadas de largo y 4 pulgadas
de ancho (cuadrados). Desea agregar una orilla de anchra constante para incrustar piedras de rio,
pero que el drea total de cada azulejo sea de 36 pulgadas cuadradas. ;Cudl debe ser el ancho de ese

nuevo acabado? Sugerencia: Intenta resolverlo mentalmente. Después revisa tu resultado modelando

la situacién matemadticamente. 1 pulgada.
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4.2 DESIGUALDADES DE UNA VARIABLE
Nosotros ya sabemos que podemos ordenar los ntimeros de un conjunto, bien de mayor a menor, bien de

menor a mayor.

Este orden estd definido por la definicién de las desigualdades siguientes.

4.2.1 DEFINICION

p
DESIGUALDAD
Una desigualdad es una expresion de la forma:

a>b

que se lee «el niimero a es mayor que el niimero b», y esto es verdadero siempre que la .
diferencia a — b resulta ser un niimero positivo. Otra desigualdad es: Definicién 1
a<b

que se lee «el niimero a es menor que el nimero b», y es verdadera siempre que la diferencia
a — b es un niimero negativo.

[ Indica CIERTO o FALSO para cada una de las desiguadades. Ejemplo 1

e 2>1
Para que sea verdadero, se requiere que 2 — 1 sea positivo. Y2 —1=1, luego es VERDADERO.

e 2<5
Esto es VERDADERO, porque 2 — 5 es negativo.

e 10>20
Esto es FALSO, porque 10 — 20 = —10 es negativo.

e 10<20
Es VERDADERO, porque 10 —20=—10 es negativo

Cuando incluimos una variable en la desigualdad, podemos preguntarnos: «;para qué valores de la vari-
able la desigualdad resulta ser verdadera?

SOLUCION DE UNA DESIGUALDAD
La solucién de una desigualdad es el conjunto de todos los valores de la(s) variable(s) que Definicién 2
hacen que la desigualdad sea verdadera.

1. PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

Asi como la igualdad tiene algunas propiedades, la desigualdad también tiene algunas propiedades que
nos facilitan su tratamiento algebraico para la solucién de problemas.
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PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES
Suponga que se cumple a > b, x >y, y sea ¢ cualquier niimero real (constante). Entonces,
también se cumplen:

i) a+c>b+c. iv) a+x>b+y.
Definicién 3
.a d a d
1i) - > X supuesto que ¢ > 0. V) - < s supuesto que ¢ < 0.
iii) a-c>b-c, supuesto que ¢ > 0. vi) a-c <b-c, supuesto que c <0.
Ejemplo 2 Indica si se siguen cumpliendo cada una de las desigualdades, dado que la original es cierta. J

Considerando que x > 2, entonces,

x+7>9, se cumple, por la propiedad (i).

x 2
También, 3 > 3’ se cumple, porque 3 > 0. (prop. ii)

Igualmente, 5x > 10, se cumple porque 5 > 0 (prop. iii).

Dado que 5 > 3, se cumple: x +5 > 5 por la propiedad (iv).

X 2
Como —3 <0, si x > 2, se sigue que: —3 < —3 por la propiedad (v).

e De manera semejante, se cumple: —3x < —6, por la propiedad (vi).

Como puedes ver, las propiedades de las desigualdades son practicamente las mismas que las propiedades
de la igualdad, con la diferencia de que cuando multiplicamos o dividimos por un ntmero negativo el
sentido de la desigualdad cambia.

Siempre debes tener eso en cuenta.

TriCcOoTOMIA
Dados dos ntimeros reales a, b satisfacen una y solamente una de las siguientes condiciones:

Definicién 4
a<b a=>b a>b

En palabras, la tricotomia nos indica que entre Aarén y Benjamin, bien Aar6n es menor que Benjamin,
bien ambos tienen la misma edad, bien Aarén es mayor que Benjamin. No pueden ocurrir dos o tres de
esas condiciones simultdneamente.

En otras palabras, la tricotomia me dice: « o tengo tu edad, o eres mayor que yo, o eres menor que yo.»

Es imposible que se satisfagan dos de esas condiciones al mismo tiempo y mucho menos las tres.

4.2.2 INTERPRETACION GEOMETRICA

En matemaéticas muchas veces nos ayuda a entender mejor un concepto conocer una interpretaciéon ge-
ométrica del mismo.

Supongamos que x > 2. Geométricamente tenemos:
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-1 0 1 2 3 4

Ahora elegimos un ntimero que satisfaga esa desigualdad, digamos x = 3. Entonces, 3 > 2 se satisface.

Como puedes ver, la parte que se ha marcado con la linea en zig-zag incluye al punto x = 3, porque este
punto satisface la desigualdad.

Sin embargo el punto x = 2 no estd incluido en este conjunto porque por tricotomia, 2 X 2. Luego, 2 no
tasisface la desigualdad x > 2.

La propiedad (vi) también tiene una interpretacién geométrica.

Si multiplicamos la desigualdad por un namero negativo, cualquiera, digamos —1, entonces el sentido de
la desigualdad cambia: —3 < —2.

Observa que los valores de la desigualdad: x < —2 son el reflejo respecto del origen (del eje x) de la
desigualdad x > 2.

Geométricamente:

x<-=2 X >2 X
B e e T B 3
—4 -3 < -2 -1 0 1 2 > 3 4

Observa que el circulo que indica el inicio de la solucién de la desigualdad estd vacio. Esto se justifica con
la tricotomia: dado que 2 % 2, 2 no satisface la desigualdad x > 2.

4.2.3 DESIGUALDADES CON UNA INCOGNITA

Nosotros utilizaremos las propiedades de las desigualdades para expresarlas de la manera mdés simple
posible.

225

Resuelve la desigualdad:
5x—1>24

Ejemplo 1

e Empezamos sumando 1 en ambos lados de la desigualdad.

Este paso se justifica con la propiedad (i).

5x—1+1 > 24+1
5x > 25

Ahora podemos dividir entre 5 ambos lados de la desigualdad.

Dado que 5> 0 el sentido de la desigualdad no cambia.

5x 25
JR— > JR—
5 5
x > 5

Entonces la desigualdad: 5x—1 > 24 expresada en su forma mds simple es equivalente a la desigual-
dad: x > 5.

e Geométricamente, tenemos:
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¢ Otra forma equivalente de escribir este resultado es: x €(5,00).

De nuevo, el circulo al inicio de la desigualdad esta vacio indicando que 5 no satisface la desigualdad.

Esto es asi porque 5 % 5. Sino 5=>5.

NOTACION DE INTERVALOS
Los intervalos con limites en a y b, se pueden expresar como:

i) (a,b) que incluye a todos los valores entre a y b, excluyendo a los limites.
Definicién 1 ii) [a,b) que incluye a todos los valoes entre a y b, incluyendo a a pero excluyendo ab.

iii) (a,b) que incluye a todos los valoes entre a y b, excluyendo a a pero incluyendo ab.

iv) [a,b] que incluye a todos los valoes entre a y b, incluyendo a a al igual que ab.

De manera semejante, en notacién de desigualdades podemos reescribir los intervalos como sigue:

Equivalencia entre la notacién de intervalos y de desigualdades
En cada uno de los siguientes intervalos estan incluidos ademads, todos los valores entre a y
b.

i) (a,b)={x|a<x <b} ni a ni b estan en el conjunto.

Comentario

ii) [a,b)={x|a <x <b} a si estd en el conjunto, pero b no.

iii) (a,b]={x|a <x < b} b si estd en el conjunto, pero a no.

R

iv) [a,b] ={x|a <x < b} tanto a como b estédn en el conjunto.

Observa que en la desigualdad a < x, en palabras, a es menor o igual a x, por eso x = a satisface esa
igualdad. Porque a puede ser igual a x, y por las propiedades de la igualdad, x puede ser igual a a.

Interpreta geométricamente la siguiente desigualdad

Ejemplo 2 2<x<7

Observa que esta desigualdad estd compuesta de dos desigualdades:

2<x y x<7

Podemos interpretar la desigualdad 2 < x < 7 como el conjunto de todos los nimeros que son
menores a 7, pero mayores o iguales a 2.

Interpretar gemétricamente esto es muy sencillo:

Observa en la souciéon geométrica que hemos utilizado un corchete ([) para indicar que x =2 satis-
face la desigualdad.
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e También se ha utilizado un paréntesis al final del intervalo ()) para indicar que x = 7 no satisface la
desigualdad.

e Como debes suponer, esto viene de la notacién de intervalos.

e Observa que la solucién es equivalente a la interseccién de las soluciones de las dos desigualdades:

2<x = x=>2 y x <7

como era de esperarse.

Resuelve algebraicamente la siguiente desigualdad:

—1<
3x—1=20 Ejemplo 3

muestra la solucién en notacién de intervalos y da una interpretacion geométrica del resul-
tado.

o Empezamos resolviendo la desigualdad:

3x < 21
< 7

Observa que el 7 si estd incluido en el conjunto solucién.

En notacién de intervalos este resultado se expresa como: (—00, 7].

Geométricamente tenemos la siguiente situacion:

Itzel desea contratar un medio de transporte para un evento que estd organizando. Un

taxista le cobra $25.00 pesos por contrato, mas $1.40 pesos por kilémetro recorrido. Por

otra parte, puede alquilar una suburban todo un dia por $750.00 pesos. La suburban recorre Ejemplo 4
en promedio 11 kilémetros por litro de gasolina y cada litro cuesta $7.50 pesos. ;A partir de

cuéntos kilémetros le sale méas barato contratar la suburban?

Primero vamos a calcular cuanto le cuesta cada kilébmetro recorrido en la suburban.

Cada litro de gasolina le permite recorrer 11 kilémetros en promedio y el litro de gasolina le cuesta
$7.50.

Usando una regla de tres encontramos que un kilémetro recorrido le cuesta $0.68 pesos aproxi-
madamente.

e Entonces, el costo de recorrer x kilémetros en el taxi es:

Ci= 25 + 1.40x
—— ~—

contrato  km recorridos
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e Por otra parte, el costo de recorrer x kilometros en la suburban es:

Cy;= 750 +0.68x
e —

alquiler  gasolina

e Queremos calcular los kilémetros que debe recorrer para que el costo de recorrer esa distancia en

la suburban sea menor que el costo en el taxi:

C, < (G
7504+0.68x < 25+1.40x
750—-25 < 1.40x—-0.68x
725 < 0.72x

725

— < X

0.72
1006.94<x = x>1006.94

La dltima desigualdad nos dice que la solucién de: C; < C; es: x > 1006.94.

En palabras, si recorre méas de 1006.94 kilémetros, alquilar la suburban le sale més barato que con-
tratar el taxi.

Es decir, si recorre menos de 1006.94 kilémetros, le conviene mejor pagar el taxi.

Ejemplo 5

Pablo contrat6 un servicio de buffet para el dia de su boda. Cada platillo cuesta $225.00 pe-
sos yle hacen un descuento de $10.00 pesos en todos los platillos después de los 200 platillos
servidos. El salén donde se hard la fiesta tiene capacidad para 350 personas. ;Cudntos platil-
los debe adquirir si asigné $50 000.00 pesos para la comida de su boda?

Pablo asigné $50 000.00 pesos para la comida.

Algebraicamente el costo cada uno de los platillos es:

o

Por los primeros 200 platillos pagaria:

225
215

six <200
six > 200

(225)(200) = 45000 pesos

Pero si solicita un platillo més, cada platillo extra costard $10.00 pesos menos.
Entonces, por 201 platillos deberia pagar:

(225)(200)+(1)(215) =45000+ 215 = 45215 pesos
——r ——

primeros 200 dltimo

Suponiendo que le lleguen més de 200 invitados y todos pidan un platillo, por cada platillo, después
de los primeros 200 deberia pagar 215.
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o Nosotros queremos que el importe sea menor o igual a la cantidad asignada a la comida de la fiesta:

200-(225) +215(x—200) < 50000
—— N——

platillos de $225  platillos de $215

215(x —200) < 50000—200-(225)
215x—43000 < 5000
215x < 48000
48000
x < A 223.2558

e Como el namero de platillos debe ser entero, podra pagar 223 platillos.

o En total pagard: (200)(225) 4+ (23)(215) = 49945 pesos, y le sobran $55.00 pesos de lo presupuestado
para la comida.

Resuelve cada una de las siguientes desigualdades. Para cada una muestra su solucién en

. . . o Ejercicios 4.2
notacién de intervalos y represéntala geométricamente.

1) 3x+1>22 x>7
2) 5x—2<18 x<4
3) —2x+2>12 x<-5
4) 7x+1=50 x=>7
5) —5x+4<74 x<-14
6) 4x+5>33 x>7
7) 11x—-13<42 x<5
8) 7x+2>79 x>11
9) 3x—-12<51 x <21
10) 9x+13<166 x<17
11) 11x+13>222 x =19
12) 7x+17<80 x<9

[ Muestra la solucién geométrica de cada una de las siguientes desigualdades. Instrucciones
13) —2<x<2
14) 0<x <5
15) 3<<<7
16) 3<x <9
17) 5<x<12
18) -5<x<6
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19) —12<x <21

20) -3<x<7

21) 21<x<31

22) —7<x<14

23) x >3, junto con: x <5
24) x<7,junto con: x > -2

25) x>7,junto con: x <1
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4.3 DESIGUALDADES DE DOS VARIABLES

Ahora vamos a estudiar un caso més general.
Cuando graficamos la ecuacién:

x+y=10
obtenemos una recta en al plano.

Cada punto que estd sobre la recta satisface la ecuacioén. Es decir, si sumamos las coordenadas del punto
obtenemos 10.

Ningin otro punto del plano satisface esa condicion.
Entonces, por tricotomia, bien x +y > 10, bien x + y < 10 para los demds puntos del plano.

Vamos a tomar el origen: (0,0) y vamos a sustituir los valores en cada una de las dos ecuaciones. Obvia-
mente, satisface la desigualdad:
x+y <10

Observa que si vamos cambiando una coordenada, digamos y dejando constante la otra (x), antes de que
cambie el sentido de la desigualdad debe cumplirse la igualdad.

Esto nos obliga a concluir que la recta divide el plano cartesiano en dos regiones, cada una de las cuales
satisface una desigualdad.

=
HNQJ%C)‘I@\]OO@O/‘
<

X
12345678 9 10\

Cualquier punto que elijamos que esté ala derecha delarecta x4y = 10 satisface la desigualdad x+y > 10.

De manera semejante, cualquier punto de la regién a la izquierda de la recta x + y = 10 satisface la de-
sigualdad x +y < 10.

Geométricamente podemos pensar que la recta x +y = 10 es la frontera entre las regiones x +y < 10,y
x+y>10.

Representa la regién del plano cartesiano cuyos puntos satisfacen la desigualdad:

2x—y <10 Ejemplo 6

¢ Empezamos considerando la ecuacién 2 x —y = 10.

e Su grafica es una recta con pendiente 2 y que pasa por el punto B(0,10).
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Esta recta es la frontera entre las desigualdades 2x —y <10,y 2x —y > 10.

Al sustituir las coordenadas del origen en la desigualdad dada en el problema vemos que éste punto
la satisface.

Entonces, las regiones quedan:

2
1
2x—y<10 /
X

| RRRRARSEY | 4] 5 7 9 10

Si sutituimos las coordenadas de un punto cualquiera que se encuentre en la regién a la izquierda
delarecta2x —y =10 en la desigualdad 2x — y < 10, la desigualdad se cumple.

Verifica esto para al menos cinco puntos de esa region.

De manera semejante, si sustituimos las coordenadas de cualquiera de los puntos que se encuen-
tran a la derecha de larecta 2x — y =10 en la desigualdad 2 x — y > 10, la desigualdad se cumple.

Verifica esto para al menos diez puntos de esa regién.

Ejemplo 7

Muestra en el plano cartesiano la regién que es solucién de la desigualdad:

xX—y>2

De nuevo, dado que la recta x —y =2 no pasa por el origen, sustituimos x =0, y =0 en la desigual-
dad para ver si las satisface.

Dado que 0 X 2, laregion en la cual se encuentra el origen no es la solucién de nuestra desigualdad.
La otra region es la solucién.
Vamos a verificarlo sustituyendo un punto que se encuentre alli.

Elegimos el punto P(10,2):
10—-2>2
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e Como la desigualdad se cumple para ese punto, la regién a la derecha de la recta es la solucién de
la desigualdad:

— N W s O NN

X
I5/52552:302209%25:2206722 70222 87%.79:. 710

Recuerda que larecta: a x + by = c, siempre divide al plano cartesiano en dos regiones.

Una de ellas es la solucién de la desigualdad:
ax+by>c
y la otra regidn es la solucién de la desigualdad:
ax+by<c

Para verificar cuél region es solucion de cada desigualdad, basta sustituir las coordenadas de cualquiera
de los puntos que esté en alguna de las regiones (por consiguiente, que no esté sobre la recta).

Las coordenadas del punto que satisfaga una desigualdad nos indicardn que ese punto satisface la de-
sigualdad, y por tanto, todos los puntos de esa region.

Por otra parte, si no satisface la desigualdad, ese punto satisface a la otra desigualdad, al igual que todos
los puntos de esa region.

Muestra la region del plano cartesiano que es solucion de la siguiente desigualdad:

x+2y>11 Aot

e Al sustituir las coordenadas del origen vemos que la desigualdad no se satisface.

o Entonces, la region a la cual pertenece el origen satisface la desigualdad:

x+2y <11

e La otraregion es la region que nosotros buscamos:
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e Se te queda como ejercicio verificar que los puntos: A(10,1), B(5,5), C(0,6) y D(12,0) satisfacen la
desigualdad: x +2y > 11.

o Igualmente, verifica que los puntos P(2,2), Q(4,3) y R(7,1) no la satisfacen.

De manera semejante a las ecuaciones lineales, es posible modelar problemas a través de las desigual-
dades.

Primero tenemos que definir qué representa cada variable y después aplicar las propiedades algebraicas
de las desigualdades para encontrar la solucién.

La diferencia con las ecuaciones consiste en que la representacién geométrica de una ecuacién es una
recta, mientras que para la desigualdad tendremos una region del plano.

Benjamin tiene monedas de $2.00 y de $5.00 pesos. Se sabe que tiene mds de 10 monedas.
Si x es la cantidad de monedas de $2.00 pesos y y es la cantidad de monedas de $5.00 pesos
que €l tiene, muestra la regién del plano cartesiano que representa las posibles cantidades
de monedas que él tiene.

Ejemplo 9

e Dado que tiene mds de 10 monedas, tenemos la siguiente desigualdad:

x+y>10

e En este caso, el nimero de monedas de $2.00 o de $5.00 pesos debe ser un ntimero entero.

e Pues no tiene sentido hablar de, por ejemplo, 2.37 monedas de alguna denominacién.

y

—
S

N W s OO NN o ©
v

12345678 9 10\
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e Esimportante enfatizar que la solucién de este problema estdn representados por los puntos que
estdn en el primer cuadrante, porque no es posible tener, por ejemplo, —5 monedas de $2.00 pesos.

Si nosotros mostramos la solucién de dos desigualdades diferentes en el mismo plano cartesiano ten-
dremos una situacion interesante.

En ese caso decimos que estamos resolviendo un sistema de desigualdades.

Pues las soluciones no tienen por qué intersectarse. Es posible que las soluciones sean disjuntas. Es decir,
que no existan puntos que satisfagan las dos desigualdades simultdneamente. En otras palabras, que
existan puntos que satisfacen una desigualdad o la otra, pero no ambas.

La solucién del sistema de desigualdades estd dado por la interseccion de las regiones que son solucién
para cada una de las desigualdades que forman el sistema.

Representa en un mismo sistema de coordenadas cartesiano el siguiente sistema de de-

sigualdades: x >0, y > 0. Ejemplo 10

Todo punto que estd en el eje y satisface x =0.

Alaizquierda del eje y, x <0, y a su derecha x es positivo.

Por otra parte, todo punto que esté en el eje x satisface y =0.

Los puntos que estdn arriba de este eje (x), satisfacen y > 0.

Los puntos que estan por debajo de este eje satisfacen y < 0.

Entonces, geométricamente tenemos:

7
5
y>0 {x>0
4
y>0
3
2
1
—-5-4-3-2-1 1 2 3 4 5
2
3
4
5

e Lasolucion de ambas desigualdades corresponde al primer cuadrante del plano cartesiano.

¢ Estaregion corresponde a la soluciéon del sistema de desigualdades:
x<0
¥y <0

En la siguiente seccion resolveremos sistemas de ecuaciones més interesantes que el de este ejemplo.
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Ejercicios 4.3

Encuentra la regién del plano cartesiano que representa la solucién de cada una de las de-

sigualdades siguientes. Utiliza los dos puntos dados para graficar la recta que obtienes al
convertir a igualdad.

D
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)
16)
17)
18)
19)
20)
21)
22)
23)
24)
25)
26)
27)
28)

29)

—-17x-5y >191
—6x—3y <-30
-17x—-5y <-31
—x—7y=>-40
14x—-3y 2132
—-3x—y=>-45
—7x—16y = —148
—-11x-2y >-108
—5x—10y >100
7x—4y >54
—-16x—17y >59
4x—17y >54
—13x-3y <-93
—2x—-y>-15
—24x—-13y <-132
9x—-5y =23
S5x—-2y>21

13x -6y >63
10x—-12y >0
—2x—-7y <11
x—y>12
—-8x—19y <12
—3x—-13y <132
—-x—8y>99
-3x—-5y =34
—-9x—-y>92
—-x—17y <—-159
—-Xx—6y>-23

15x—17y > —48
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A(—13,6), B(—8,—11)
A(4,2), B(10,—10)
A(3,—4), B(-2,13)
A(5,5), B(—2,6)
A(9,-2), B(12,12)
A(11,12), B(12,9)
A(12,4), B(—4,11)
A(12,—12), B(8,10)
A(=2,-9), B(—12,—4)
A(10,4), B(6,—3)
A(8,—11), B(-9,5)
A(5,-2), B(-12,-6)
A(9,-8), B(6,5)
A(9,-3), B(11,-7)
A(-1,12), B(12,-12)
A(7,8), B(=3,-10)
A(9,12), B(7,7)
A(3,—4), B(9,9)
A(12,10), B(—12,-10)
A(5,-3), B(—2,—-1)
A(9,-3), B(8,—4)
A(—11,4), B(8,—4)
A(8,—12), B(—5,-9)
A(5,—13), B(—3,-12)
A(7,—11), B(-3,-5)
A(-11,7), B(-9,-11)
A(6,9), B(—11,10)
A(-1,4), B(11,2)

A(-10,-6), B(7,9)
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30) 16x—9y >—136 A(-13,-8), B(—4,8)
31) 3x—21y >—174 A(12,10), B(=9,7)
32) 5x—25y >—135 A(13,8), B(—12,3)
33) —13x—13y > -39 A(4,-1), B(-9,12)
34) x—6y>45 A(9,-6), B(3,—7)
35) x -3y >—23 A(4,9), B(7,10)
36) 23x—2y > —206 A(-10,—-12), B(—8,11)
37) —3x—14y <-105 A(7,6), B(—7,9)
38) —7x—10y >58 A(—4,-3), B(6,—10)
39) 10x—y>-34 A(-3,4), B(—4,-6)
40) 5x—y >—57 A(-10,7), B(—11,2)
41) 6x—7y >48 A(—6,—12), B(1,-6)
42) 10x—y >-101 A(=9,11), B(—11,-9)
43) —6x—y <-53 A(9,-1), B(8,5)
44) —7x—8y >—53 A(-5,11), B(11,-3)
45) 9x—3y >-90 A(—6,12), B(—12,-6)
46) —x—y >-16 A(8,8), B(10,6)
47) —6x—y >26 A(—4,-2), B(-3,-8)
48) x—y>-12 A(-9,3), B(-3,9)
49) 7x—4y <71 A(5,-9), B(9,-2)
50) —3x—3y >60 A(-11,-9), B(-8,-12)
51) —7x—4y >69 A(-3,-12), B(~11,2)
52) —17x—13y > —32 A(-5,9), B(8,-8)
53) —13x—2y <—62 A(4,5), B(6,—8)
54) 13x—2y >125 A(9,—4),B(11,9)
55) 4x -5y >11 A(=6,-7), B(-1,-3)
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4.3.1 SOLUCION DE UN SISTEMA DE DESIGUALDADES

En la seccién anterior tuvimos oportunidad de resolver desigualdades de dos variables.

En el ultimo ejemplo vimos nuestro primer sistema de desigualdades, que aunque muy sencillo, nos
muestra el caso més general.

Para resolver un sistema de desigualdades vamos a resolver cada una de las desigualdades que forman al
sistema en el mismo sistema de ejes coordenados. La interseccién de las regiones que son solucién de
cada desigualdad serd la solucién del sistema de desigualdades.

Resuelve el siguiente sistema de desigualdades:

Ejemplo 1 x— y< 2
x+2y>11

e Como ya resolvimos las desigualdades por separado en la seccién anterior, empezamos graficando
las rectas:
x—y=2 y x+2y=11

en el mismo sistema de coordenadas.
e Después coloreamos la regién solucién de cada desigualdad.

e Observa que las coordenadas del origen satisfacen la primera desigualdad, pero no la segunda.

y
&
5 x+2y>11
4
3
x—y<2
2 q
\//b
1 R T4
<.,J/§)
(1 x
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 13

o Lainterseccion de las regiones es la region solucién del sistema de desigualdades, porque satisface
a ambas desigualdades simultdneamente.

Encuentra la regién que es solucién del siguiente sistema de desigualdades:

Ejemplo 2 x+y<10
x—y>0

o Empezamos graficando las rectas:

en el mismo sistema de coordenadas.
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Observa que la segunda recta pasa por el origen.

Esto significa que vamos a tener que probar la desigualdad con otro punto diferente del origen para
conocer la region solucion.

Para la segunda desigualdad usamos el punto M(5, 3) y vemos que la satisface.

Entonces, la solucion del sistema de desigualdades se muestra en la siguiente gréfica:

! 2

10
x+y>10
; .
2
8 -z
7 7
6
5 x+y>10
x—y< 0
4
3 Q
b
2 + x—=y>0
1
b

123456789 10\

Asicomo hemos resuelto un sistema de dos desigualdades de dos variables, podemos resolver un sistema
compuesto de tres o més desigualdades.

Lo que debemos hacer es graficar las soluciones de cada una de las desigualdades que forman el sistema
y encontrar la intersecciéon de las mismas. Esa region es la solucion del sistema, dado que satisface si-
multdneamente a todas las desigualdades.

Resuelve el siguiente sistema de desigualdades:

xX— y>-2
X+ y<12
-x+3y< 4

Ejemplo 3

o Empezamos graficando las rectas que corresponden a cada desigualdad.

o Para cada recta usamos la siguiente informacién:

Recta: Punto Inicial Punto Final
y=x+2 0,2) (5,7)
y=—x+12 (4,8) (13,-1)
y=x/3+4 (0,4) 9,7)

o Ahora sustituimos puntos para encontrar las regiones solucién de cada desigualdad.

Efrain Soto A. www.aprendematematicas.org.mx



240 Ecuaciones de segundo grado

y o
10 % Xty <12
9 N
8y 12 13’\'A’
J =X —
7 y
6 —
—Xx+3y <4

5 -
3 .

L 5
2 7 Py 7 .
1 —x+3y< 4 azel

123 45 6 7 8 910111

e Y terminamos.

La desigualdad x > 0 geométricamente representa la region del plano cartesiano que esté a la derecha del
ejey.

Recuerda, sobre el eje y, x =0. Ala izquierda de este eje, x <0, y ala derecha x > 0.

Igualmente, sobre el eje x, se cumple: y = 0. Arriba de este eje, y > 0, y por debajo, y < 0.

Estas desigualdades son muy importantes cuando vamos a resolver problemas aplicados, porque no es
posible, por ejemplo construir un nimero negativo de ventanas.

Esta restriccién nos obliga a que el valor de x o de y, dependiendo cudl de las dos variables represente la
cantidad de ventanas a fabricar, sea necesariamente positivo.

Encuentra la region solucién del siguiente sistema de desigualdades:

X+ y<8

Ejemplo 4 x+2y<4
—x+2y<4

y>0

o Empezamos graficando las rectas correspondientes a cada desigualdad.

e Para eso utilizamos la informacién de la siguiente tabla:

Recta: Punto Inicial Punto Final
x+2y:4 (_2!3) (6’_1)
—x+2y=4 (=2,1) (6,5)

o Ahora sf podemos sustituir las coordenadas del origen, porque ninguna de las rectas pasa por ese
punto.
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y
5
4 i
1
3 ok
x+ y<8
< x+2y<4
—x+2y<4
<
M ol
1 %2}\ y>0 3

e Observa que la regién que es solucién del sistema de desigualdades incluye solamente valores pos-
itivosde y.

e Esto se debe ala tltima desigualdad del sistema.

e Geométricamente se traduce en que ningin punto por debajo del eje x es parte de la solucién del
sistema de desigualdades.

e Debes tener esto presente, particularmente cuando resolvamos problemas aplicados.

P
En la carpinteria «Pepe el Toro» se producen ventanas y puertas de madera. Las piezas
tienen precios, requerimientos de material y de mano de obra como se indica en la tabla.

Pieza Demanda Acabado Carp.
(hrs) (hrs)
Ventana Max 40/sem 2 1 Ejemplo 5
Puerta Ilimitada 1 1
Horas Disp. 100 80

Representa graficamente las cantidades de ventanas y puertas que es posible producir en
esa carpinteria.

(.

De acuerdo a la informacién dada en la tabla, por cada hora que se requiere de acabado en una
puerta se requieren dos para una ventana.

Si definimos como x el ntimero de ventanas que se producirdn y y el nimero de puertas, tenemos
que la suma de las horas de acabado en todos los productos debe ser a lo més, 100 horas:

2x+y <100

Por otra parte, ambos productos requieren igual tiempo de carpinteria.

x+y <80

También hay que recordar que la demanda méxima de ventanas es de 40 por semana:

x <40
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Ademis, ya sabemos que no es posible producir un ntimero negativo de ventanas o de puertas.

Esto nos obliga a incluir también las siguientes dos desigualdades:

x=0 y=0

De hecho, solamente nos es permitido producir un nimero entero de ventanas o de puertas.

Entonces, debemos mostrar la solucién del sistema de desigualdades:

2x+y <100
x+y< 80
X 40
X

IV IV IA

0
y 0

o Enseguida se muestra la regién que es solucién de este sistema:

y
100 §—=
>
)()
=
80 %
60
40
2x+y <100
x+y<s 80
X < 40
20 X 0 -
X
>
y 0 2
&7
X
20 40 60 80

o Cualquiera de los puntos dentro de la regién solucién es una posible produccion.

SOLUCION FACTIBLE
Definicién 1 Cualquier punto del plano que sea solucién de un sistema de desigualdades es una solucion
factible de ese sistema de desigualdades.

Debes tener en mente siempre que existe la posibilidad de que la interseccion de las regiones solucién de
las desigualdades que forman el sistema que estamos estudiando tengan una interseccién disjunta.

Es decir, es posible que el sistema de desigualdades no tenga solucién, o en otras palabras, que el conjunto
solucion del sistema sea un conjunto vacio.

www.aprendematematicas.org.mx Efrain Soto A.



4.3 Desigualdades de dos variables

Ejercicios 4.3.1

Encuentra la regién del plano cartesiano que representa la solucién de cada una de los sis-

temas de desigualdades. Utiliza los dos puntos dados para graficar la regién solucion de cada

desigualdad.

1) -4x—y <33 A(-11,11), B(—10,7)
2x—-2y>—-44 A(—8,—4), B(—10,—-2)
2) x—6y <—66 A(—12,9), B(6,12)
16x —16y <—336 A(-8,—11), B(—9,5)
—4x+4y <16 A(—6,6), B(2,2)
4) x—6y <41 A(-7,-8), B(—13,-9)
5x—-5y <5 A(-12,7), B(—10,12)
5) —6x—21y <144 A(-10,—4), B(11,-10)
—3x+3y<18 A(—2,-2),B(11,-5)
6) 7x—11y >100 A(8,—4), B(-3,—-11)
—2x4+2y>-24 A(-10,8), B(—13,6)
7) —x—-3y=>12 A(6,—6), B(9,-7)
x=y <12 A(S) l)! B(_Z)Z)
8) —16x—7y>5 A(1,-3), B(—6,13)
3x—3y>12 A(7,-5), B(2,-2)
9) 11x—-25y >193 A(13,-2), B(—12,—-13)
—13x+13y <-195 A(4,3), B(8,—10)
10) —5x—8y >—47 A(3,4),B(11,-1)
—8x+8y=>8 A(5,11), B(—1,3)
11) -3x—y>13 A(-7,8), B(—8,11)
20x—20y <-300 A(9,-9), B(13,11)
12) 3x—4y >—47 A(—9,5), B(-5,8)
5x—5y >-70 A(9,-8), B(—2,-3)
13) 7x—-13y >-17 A(5,4), B(—8,-3)
6x—6y>6 A(—13,-10), B(—1,—-4)
14) 7x—4y >—40 A(—12,-11), B(—4,3)
14x—14y <-14 A(9,-7),B(3,7)
15) 5x—6y >—62 A(2,12), B(—4,7)
5x -5y >-50 A(3,-9), B(—4,—4)
16) x—16y >57 A(=7,—4), B(9,-3)
—-17x+17y >51 A(-9,9), B(10,-8)
17) 4x—y >-35 A(=7,7), B(—6,11)
—13x+13y > 182 A(—11,3), B(2,—-10)
18) 9x—5y >92 A(13,5), B(8,—4)
5x—5y <40 A(—6,-3), B(6,2)
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19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

16x—15y > —70
11x—11y <55

—18x—5y >-76
3x—-3y =51

x—=9y>41
20x—-20y =180

18x—5y > 148
23x—23y <322

—7x—y =30
3x—3y>18

7x—13y <95
—-9x+9y <-99

15x—-10y <—80
—25x 425y > 225

xX—y <6
20x—20y >120

—21x—-20y =53
x—y<-24

—3x—15y = -105
—5x+5y <95

—7x—13y >136
9x -9y <-72

—x—15y <-116
—x+y>12

x—3y <22
—16x+16y > —32
2x—-2y=>8

12x—y >-118
16x—y <59
—4x+4y >4

~11x—13y >73
17x—17y =221
—4x—y =45

Ecuaciones de segundo grado

A(5,10), B(—10,—6)
A(-13,-7), B(-7,4)

A(7,-10), B(2,8)
A(4,-10), B(13,-7)

A(5,—4), B(—4,—5)
A(-11,-7), B(-8,13)

A(6,-8), B(11,10)
A(-3,-10), B(10,13)

A(-3,-9), B(—4,-2)
A(3,5), B(6,8)

A(8,-3), B(—5,—10)
A(—9,10), B(—4,1)

A(2,11), B(—8,—4)
A(-9,13), B(—12,—-12)

A(-3,-9), B(-5,—11)
A(-11,-9), B(3,11)

A(-13,11), B(7,—-10)
A(12,-10), B(-5,-9)

A(-10,9), B(5,6)
A(12,-2), B(—4,-7)

A(-12,-4), B(1,-11)
A(-10,2), B(—9,11)

A(—4,8), B(11,7)
A(-8,7), B(10,6)

A(—8,-10), B(13,-3)
A(10,6), B(4,—10)
A(-7,9), B(-7,11)

A(-10,—-2), B(=9,10)
A(4,5), B(3,—-11)
A(-12,2), B(12,-2)

A(4,-9), B(-9,2)
A(—6,-13), B(2,4)
A(-12,3), B(—8,—13)
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